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创新 是 一 个 民族 进步 的 灵魂 ,也 是 中 国 未 来 发 展 的 核心 驱动 力 。 
研究 生 教 育 作 为 教育 的 最 高 层次 ,在 培养 创新 人 才 中 具有 决定 意义 ， 
是 国家 核心 竞争 力 的 重要 支撑 ,是 提升 国家 软 实力 的 重要 依托 ,也 是 
国家 综合 国力 和 科学 文化 水 平 的 重要 标志 。 

武汉 大 学 是 一 所 尝 尚 学 术 、 自 由 探索 .追求 卓越 的 大 学 。 美 丽 的 
歼 珈 山水 不 仅 可 以 诗意 栖 居 ,更 可 以 陶冶 性 情 激发 灵感 。 更 为 重要 
的 是 ,这 里 名 师 蔡 萃 RETRE, — ALEE A HEE 
TS AGE AE .探索 新 知 。 一 流 的 教育 资源 ,先进 的 教育 制度 ,为 优秀 
博士 学 位 论文 的 产生 提供 了 肥沃 的 土壤 和 适宜 的 气候 条 件 。 

致力 于 建设 高 水 平 的 研究 型 大 学 ,武汉 大 学 素来 重视 研究 生 培 
养 , 是 我 国 首 批 成 立 有 研究 生 院 的 大 学 之 一 ,不 仅 为 国家 培育 了 一 大 
批 高 层次 拔尖 创新 人 才 ,而 且 产 出 了 一 大 批 高 水 平 科研 成 果 。 近 年 
来 ,学 校 明确 将 "质量 是 生命 线 " 和 "创新 是 主旋律 "作为 指导 研究 生 
教育 工作 的 基本 方针 ,在 稳定 研究 生 教育 规模 的 同时 ,不 断 推进 和 深 
化 研究 生 教育 教学 改革 ,使 学 校 的 研究 生 教 育 质量 和 知名 度 不 断 提 
升 。 

博士 研究 生 教育 位 于 研究 生 教育 的 最 顶端 ,博士 研究 生 也 是 学 
校 科学 研究 的 重要 力量 。 一 大 批 优秀 博士 研究 生 , 在 他 们 学 术 创 作 
最 激情 的 时 期 ,来 到 玫 珈 山下 、 东 湖 之 滨 。 政 珈 山 的 浑厚 , 莫 定 了 他 
们 学 术 研 究 的 坚实 基础 ;东湖 水 的 灵动 ,激发 了 他 们 学 术 创 新 的 无 限 
灵感 。 在 每 一 篇 优秀 博士 学 位 论文 的 背后 ,都 有 博士 研究 生 们 刻 苗 
钻研 的 身影 ,更 有 他 们 的 导师 的 辛勤 汗水 。 年 轻 的 学 者 们 ,犹如 在 海 
边 拾 贝 , 面 对 知 识 与 真理 的 浩瀚 海洋 ,他 们 在 导师 的 循循善诱 下 , 细 
心 找寻 着 ,收集 着 一 片 片 靓 丽 的 贝壳 ,最 终 把 它们 连 成 一 串 串 闪闪 奔 
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方 ,是 他 们 奔跑 的 方向 ;导师 们 的 悉心 指点 , 则 是 他 们 最 值得 依赖 的 
臂膀 ! 

博士 学 位 论文 是 博士 生 学 习 活动 和 研究 工作 的 主要 成 果 , 也 是 
学 校 研究 生 教育 质量 的 凝结 ,具有 很 强 的 学 术 性 ,创造 性 规范 性 和 
专业 性 。 博 士 学 位 论文 是 一 个 学 者 特别 是 年 轻 学 者 踏 进 学 术 之 门 的 
标志 ,很 多 博士 学 位 论文 开辟 了 学 术 领 域 的 新 思想 .新 观念 .新 视 畏 
和 新 境界 。 

据 统计 , 近 几 年 我 校 博士 研究 生 所 发 表 的 高 质量 论文 占 全 校 高 
水 平 论 文 的 一 半 以 上 。 至 今 , 武 汉 大 学 已 经 培育 出 18 篇 "全国 百 篇 
优秀 博士 学 位 论文 ”, 还 有 数 十 篇 论文 获 * 全 国 百 篇 优秀 博士 学 位 论 
文 提名 奖 ”, 数 百 篇 论文 被 评 为 湖北 省 优秀 博士 学 位 论文 ” HH 
博士 结 出 的 累累 硕果 ,无疑 应 该 为 我 们 好 好 珍藏 , 装 人 思想 的 宝库 ， 
供 后 学 者 慢 慢 汲取 其 养分 ,吸收 其 精华 。 编 辑 出 版 优秀 博士 学 位 论 
文 文库 , 即 是 这 一 工作 的 具体 表现 。 这 项 工作 既是 一 种 文化 积累 ,又 
能 助 推 这 批 青年 学 者 更 快 地 成 长 ,更 可 以 为 后 来 者 提供 一 种 可 资 借 
鉴 的 范式 亦 或 努力 的 方向 ,以 鼓励 他 们 勤 于 学 习 , 善 于 思考 ,勇于 创 
新 ,争取 产生 数量 更 多 、 创 新 性 更 强 的 博士 学 位 论文 。 

武汉 大 学 即将 迎 来 双 甲 华诞 ,学 校 编辑 出 版 该 文库 ,不 仅仅 是 为 
百 廿 武大 增光 添彩 ,更 重要 的 是 , 当 岁 月 无 声 地 滑 过 120 个 春秋 , 当 
我 们 正大 踏步 地 迈 向 前 方 时 ,我 们 有 必要 回首 来 时 的 路 ,我们 有 必要 
清晰 地 审视 我 们 走 过 的 每 一 个 脚印 。 因 为 ,铭记 过 去 ,才能 开拓 未 
来 。 武 汉 大 学 深厚 的 历史 底蕴 ,不 仅 在 于 玫 珈 山 的 一 草 一 木 ,也 不 仅 
仅 在 于 屋 榴 上 那 一 片 片 琉璃 瓦 ,更 在 于 政 珈 山下 的 每 一 位 学 者 和 学 
生 。 而 本 文库 收录 的 每 一 篇 优秀 博士 学 位 论文 ,无 疑 又 给 歼 珈 山 注 
入 了 新 鲜 的 活力 。 不 知 不 觉 地 ,你 看 那 玫 珈 山上 的 树木 ,仿佛 又 茂盛 
TFE! 


李晓红 
2013 年 10 A FRS RIM 


创新 性 简介 


Bishop 曲面 的 概念 是 由 Bishop 在 他 1965 年 的 一 个 著名 工作 
中 首先 提出 来 的 ，Bishop 本 人 以 及 Moser 和 Webster 等 著名 数学 
家 对 这 一 曲面 进行 了 极其 深入 的 研究 . 其 中 ， 对 于 Bishop 不 变量 
为 0 的 椭圆 情形 ，Moser 在 其 1985 年 的 工作 中 研究 了 其 中 的 一 种 
特殊 情况 ， 并 提出 了 两 个 问题 ， 其 中 第 一 个 关于 曲面 局 部 全 纯 凸 包 
的 问题 由 Huang-Krantz 在 他 们 1995 年 的 工作 [HK95] 中 所 解决 . 

本 文 的 内 容 是 基于 我 和 我 的 导师 黄 孝 军 教授 分 别 在 2007 年 3 
月 和 2008 年 2 月 合作 完成 的 文章 [HY07] 和 [HY08]， 我 们 的 主要 
工作 之 一 就 是 对 Moser 提出 的 第 二 个 问题 给 出 了 一 个 否定 的 答案 . 
下 面 介 绍 一 下 我 们 的 创新 点 : 

首先 ， 我 们 引入 了 一 个 不 同 于 以 往 的 weight 理论 ， 即 定义 
z,z 的 weight 分 别 为 1 和 s 一 1. 与 以 往 (如 [CM74]、[MW83] 和 
[Mos85] 等 ) 处 理 这 类 问题 不 同 的 是 ， 我 们 不 再 以 二 次 曲面 w= |z|? 
为 模型 空间 ， 取 而 代 之 的 是 w = |z|? 十 zs. |z|? 十 zs 不 是 一 个 齐 次 函 
数 ， 但 在 上 述 weight 系统 下 ， 是 一 个 s 次 齐 次 weight 多 项 式 . 正 
是 利用 这 一 新 的 模型 空间 ， 我 们 能 够 把 上 述 正规 型 问题 转化 为 无 穷 
个 线性 方程 的 求解 问题 ， 进 而 得 到 了 Bishop 不 变量 为 0 的 Bishop 
曲面 的 形式 正规 型 . 然后 我 们 利用 这 一 正规 型 ， 得 到 了 Moser 问题 
的 一 个 否定 答案 . 在 证 明 入 = 0, s 4 co 时 Bishop 曲面 与 代数 曲面 
间 一 般 不 双全 纯 等 价 的 过 程 中 ， 我 们 主要 运用 了 Baire 范畴 定理 ， 
其 思想 本 质 上 来 自 于 Poincar6[Po19071. 

其 次 ， 在 证 明 等 价 分 类 问题 中 ， 我 们 利用 了 Moser-Webster 
[MW83] 的 投影 化 思想 ， 但 与 他 们 的 方法 不 同 的 是 ， 我 们 不 再 利 
用 一 对 对 合 变换 ， 我 们 的 出 发 点 是 Huang-Krantz 的 平坦 化 定理 ， 
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由 此 构造 了 一 簇 贴 于 曲面 上 的 圆 盘 ， 进 而 在 Bishop 不 变量 为 0、 
Moser 不 变量 为 某 个 固定 s 的 Bishop 曲面 上 建立 了 曲面 的 双 曲 几 
何 . 根据 这 些 双 曲 几何 性 质 ， 我 们 证 明了 两 个 Bishop 不 变量 为 0、 
Moser 不 变量 为 某 个 固定 s 的 Bishop 曲面 双全 纯 等 价 当 且 仅 当 它 
们 形式 等 价 ， 从 而 给 出 了 这 一 曲面 的 全 纯 等 价 分 类 问题 . 在 上 述 
Bishop 曲面 上 建立 双 曲 几何 并 由 此 证 明 此 类 曲面 的 全 纯 等 价 分 类 
问题 ， 据 我 所 知 ， 以 前 从 来 没有 出 现 过 . 

最 后 ， 我 们 把 Moser 的 定理 Mos85 推广 到 了 C"*+1(n > 2) 中 
的 一 类 余 维 数 为 2 的 CR 奇异 子 流 形 上 . 在 给 出 了 它 的 拟 正 规 型 
后 ， 还 得 到 了 拟 正规 型 能 平坦 化 的 充 要 条 件 ， 这 与 一 维 情形 IMos85] 
有 着 本 质 的 区 别 ， 因 为 在 一 维 情形 ， 曲 面 的 拟 正规 型 总 可 以 平坦 
化 . 在 证 明 模 型 空间 w = |z|? 的 自 同 构 群 时 ， 我 们 利用 贴 于 曲面 上 
的 圆 盘 ， 把 上 述 自 同 构 问 题 转化 为 单位 球 上 的 自 同 构 问 题 . 最 后 在 
证 明 上 述 子 流 形 能 双全 纯 等 价 于 一 个 二 次 曲面 当 且 仅 当 它们 形式 等 
价 时 ， 如 同 [Mos85] 中 一 样 ， 我 们 主要 运用 了 著名 的 KAM RER 
代 法 . 


摘 要 


多 复 变 函数 论 是 当今 数学 中 一 个 非常 重要 的 分 支 ， 这 一 学 科 由 
Poincaré . Hartogs, E. Levi 和 E. Cartan 等 著名 数学 家 在 20 tt 
纪 初 创立 ， 且 其 后 一 直 备 受 关 注 . 在 多 复 变 的 众多 基本 问题 中 ， 有 
一 类 重要 的 问题 是 实 流 形 在 复 流 形 中 的 双全 纯 等 价 性 . 在 这 一 研究 
领域 ， 由 于 包括 Cartan、Moser、Bishop、 陈 省 身 和 Webster 等 一 
流 数 学 家 在 内 的 许多 人 的 共同 努力 ， 己 经 取得 了 相当 大 的 进展 ， 然 
而 直到 现在 ， 这 一 领域 仍 有 许多 基本 的 问题 没有 解决 . 

本 文 是 基于 我 和 我 的 导师 黄 孝 军 教授 分 别 在 2007 年 3 月 和 
2008 年 2 月 合作 完成 的 两 篇 文章 [HY07] 和 [HY08]. 我 们 主要 研 
AT Bishop 曲面 在 复 空间 中 的 双全 纯 等 价 问题 . 本 文 的 第 一 部 分 
包括 第 二 章 和 第 三 章 ， 研 究 的 是 C 中 Bishop 不 变量 为 0 的 椭圆 
Bishop 曲面 ， 这 一 工作 可 以 看 成 是 Moser-Webster 在 1983 年 的 著 
名 工作 [MW83] 和 其 后 Moser 在 1985 年 的 著名 工作 [Mos85] 的 继 
续 ， 我 们 解决 了 Moser 在 1985 年 的 工作 [Mos85] 中 提出 的 著名 问 
题 ， 这 一 部 分 来 自 于 我 和 我 的 导师 黄 孝 军 教授 合作 的 文章 [HY07] ; 
论文 的 第 二 部 分 为 第 四 章 ， 我 们 把 Moser 的 工作 [Mos85] 推广 到 
高 维 的 情形 ， 利 用 KAM 快速 迭代 法 ， 证 明了 一 个 余 维 数 为 2 的 实 
解析 子 流 形 与 一 个 对 称 模型 双全 纯 等 价 当 且 仅 当 它 们 形式 等 价 ， 这 
一 部 分 内 容 来 自 于 我 和 我 的 导师 黄 孝 军 教授 合作 的 文章 [HY08]. 

具体 说 来 ， 本 文 由 下 面 四 章 组 成 : 

在 第 一 章 中 ， 介 绍 了 多 复 变 中 的 一 些 整体 和 局 部 双全 纯 等 价 问 
题 ， 详 细 介 绍 了 Bishop 曲面 研究 的 发 展 过 程 ， 直 至 最 新 的 进展 ; 
然后 介绍 了 C"+1(n > 2) 中 复 切 点 的 CR 维 数 大 于 或 等 于 2 的 实 
子 流 形 的 最 新 发 展 状况 ， 最 后 对 本 文 的 主要 工作 进行 了 综述 . 


实 流 形 在 复 流 形 中 的 全 纯 不 变量 


在 第 二 章 中 ， 引 入 了 一 个 不 同 于 以 往 的 weight 理论 ， 这 就 使 
得 我 们 可 以 成 功 地 求解 一 个 复杂 的 非 线 性 方程 ， 最 终 得 到 Bishop 
不 变量 为 0 的 Bishop 曲面 的 形式 正规 型 ， 进 而 得 到 了 此 类 曲面 在 
形式 变换 群 下 的 完全 不 变量 . 特别 地 ， 我 们 证 明了 当 Bishop 不 变 
量 为 0、Moser 不 变量 为 某 个 固定 的 s 时 ， 其 模 空 间 是 一 个 无 穷 维 
Fréchet 空间 . 由 此 马上 可 以 得 到 Moser 问题 的 一 个 否定 答案 ， 即 
Bishop 不 变量 为 0 时 Bishop 曲面 不 能 被 其 Taylor 展开 的 一 个 有 
限 截 断 所 决定 . 结合 Poincaré [Po1907] 中 的 证 明 思 想 ， 我 们 得 到 
A=0, s #00 时 Bishop 曲面 一 般 不 能 双全 纯 等 价 于 一 个 代数 曲面 . 

在 第 三 章 中 ， 首 先 对 所 研究 的 曲面 进行 复 化 ， 利 用 Moser- 
Webster [MW83] 的 投影 化 思想 和 Huang-Krantz [HK95] 中 的 平坦 
化 定理 ， 得 到 了 一 秘 贴 于 曲面 上 的 圆 盘 ， 从 而 建立 了 Bishop 不 变 
量 为 0、Moser 不 变量 为 某 个 固定 s 的 Bishop 曲面 上 的 双 曲 几何 . 
接着 我 们 证 明了 两 个 Bishop 不 变量 为 0、Moser 不 变量 为 某 个 固 
定 s 的 Bishop 曲面 双全 纯 等 价 当 且 仅 当 它 们 的 形式 正规 型 经 过 一 
个 旋转 变换 (z,w) — (ez, w), es =1 后 相同 ， 从 而 解决 了 这 一 
曲面 的 全 纯 等 价 分 类 问题 . 最 后 我 们 研究 了 一 类 特殊 Bishop 曲面 
的 一 些 等 价 性 质 . 

在 第 四 章 中 ， 我 们 研究 了 Moser 定理 的 一 个 高 维 推广 . 对 于 
C™l(n > 2) 中 的 一 类 余 维 数 为 2 的 奇异 CR 子 流 形 ， 给 出 了 它 的 
拟 正 规 型 ， 同 时 得 到 了 拟 正 规 型 能 平坦 化 的 充 要 条 件 . 然后 运用 著 
名 的 KAM 快速 迭代 法 ， 证 明了 如 果 这 个 子 流 形 能 双全 纯 等 价 于 正 
规 型 中 一 个 对 称 的 二 次 曲面 当 且 仅 当 它们 形式 等 价 . 


关键 字 : Bishop 曲面 ，CR 奇异 流 形 ， 消 失 的 Bishop 不 变量 ， 全 
纯 等 价 ， 正 规 型 


Abstract 


Several complex variables is an important branch of modern 
mathematics. The subject started with the work of Poincaré, Har- 
togs, E. Levi, E. Cartan, and others at the beginning of the 20th 
century. Since then, it has attracted much attention. Among many 
fundamental problems in Several Complex Variables is the biholo- 
morphic equivalence problem for real submanifolds in a complex 
manifold. Along these lines of research, much progress has been 
made due to the important work of many leading mathematician- 
s of their time, that include at least E. Cartan, Moser, Bishop, 
Chern, Webster, etc. However, there are still many basic problems 
left unsolved. 

This thesis, based on my two joint papers with my advisor Pro- 
fessor Xiaojun Huang completed in March 2007 [HY07] and Febru- 
ary 2008 [HY08], will study the biholomorphic equivalent problem 
for Bishop submanifolds in a complex space. 

The first part of this dissertation consists of Chapter two and 
Chapter three, which is to study the non-degenerate elliptic Bishop 
surfaces with a vanishing Bishop invariant in C?. Our work here 
can be viewed as the continuation of the celebrated work of Moser- 
Webster [MW83] in 1983 and the late famous work of Moser [Mos85] 
in 1985. Among many things, we will present a solution to a well- 
known problem of Moser. The mathematics in this part is taken 
from my joint paper with Professor Xiaojun Huang in [HY07]. 

The second part of the thesis is the fourth chapter, which is 
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to establish a result of Moser [Mos85] to higher dimensions. We 
will show that a real analytic submanifold of codimension two with 
a symmetric model is biholomorphic to the model if it is formally 
equivalent to the model, by applying the KAM theory. The math- 
ematics in this part is taken from my joint paper with Professor 
Xiaojun Huang in [HY08]. 

More precisely, the dissertation is organized as follows: 

In the first chapter, we discuss some global and local biholomor- 
phic equivalent problems in several complex variables. We will give 
a through description of the history and new development of the 
research on the Bishop surfaces. Next we discuss the new develop- 
ment of the real submanifolds in C”*!(n > 2) with the codimension 
at the complex tangent points greater than or equal to two. 

In the second chapter, we derive a formal normal form for a 
Bishop surface near a vanishing Bishop invariant, by introducing 
a quite different weighting system. Next we obtain a complete set 
of invariants under the action of the formal transformation group. 
We show, in particular, that the modular space for Bishop sur- 
faces with a vanishing Bishop invariant and with a fixed (finite) 
Moser invariant s is an infinitely dimensional manifold in a Fréchet 
space. This then immediately provides an answer, in the negative, 
to Moser’s problem concerning the determination of a Bishop sur- 
face with a vanishing Bishop invariant from a finite truncation of 
its Taylor expansion. Furthermore, it can be combined with some 
ideas of Poincaré [Po1907] to show that most Bishop surfaces with 
A = 0, s Æ œ are not holomorphically equivalent to algebraic sur- 
faces. 

In the third chapter, we discuss the complexification of the 
surface under consideration, by making use of the Moser-Webster 
[MW83] polarization and the Huang-Krantz [HK95] flatting theo- 


rem. We then obtain a family of holomorphic discs attached to the 
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surface. Starting with these discs, we introduce a new hyperbolic 
geometry. Based on the obtained geometry, we show that two Bish- 
op surfaces with À = 0 and s < oo are biholomorphically equivalent 
if and only if their formal normal forms are the same up to a trivial 
rotation of the form: (z,w) +> (ei9z,w) with es = 1. Hence, 
the formal normal form that we derive provides a solution to the 
equivalence problem also in the holomorphic category. At last we 
derived some equivalence properties of a family of Bishop surfaces. 

In the fourth chapter, we generalize the work of Moser to the 
higher dimensional case. For a certain codimension two CR singular 
submanifold in C”+!(n > 2), we first derive a pseudo-normal form 
for M near the origin, then use it to give a necessary and sufficient 
condition when (M,0) can be formally flattened. Finally we prove 
that (MV, 0) is holomorphically equivalent to the quadric (Mæ : w = 
|z|?, 0) if and only if it can be formally transformed to (M..,0) by 


using the famous KAM rapid iteration theorem. 


Key words: Bishop surfaces, CR singular manifolds, Vanishing 


Bishop invariant, Holomorphic equivalence, Normal forms. 
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1.1 一 些 整体 和 局 部 等 价 问题 的 研究 概况 


在 本 文中 ， 我 们 将 研究 一 些 带 有 CR 奇 性 曲面 的 局 部 等 价 问 
题 . 假设 M 是 C" 中 的 一 个 子 流 形 ，p 是 M 中 的 一 个 点 ， 我 们 定 
X CR(p) 是 M 在 p 点 的 CR 维 数 ， 也 就 是 说 ， 是 TOM 的 复 
维 数 . p 被 称 为 CR 点， 如果 对 于 任意 的 qE M) = p, 都 有 

CR(q) = CR(p); 
否则 ，p RRA CR 奇异 点 . 在 多 复 变 函 数论 中 ， 我 们 称 两 个 芽 
(M,p),(M',p') 局 部 等 价 ， 如 果 p,p 分 别 存 在 在 M, M' 中 的 一 个 
邻 域 U0,UV'， 以 及 一 个 从 U BU! 的 双全 纯 等 价 映射 尺 ， 满 足 
F(p) =p’. 

研究 这 类 问题 ， 我 们 总 是 试图 找到 曲面 在 这 一 固定 点 的 完全 全 纯 不 
变量 . 一 般 说 来 ， 曲 面 在 CR 点 和 CR 奇异 点 的 几何 性 质 间 存 在 很 
大 的 差异 . 


1. 一 些 整体 等 从 和 CR 流 形 间 的 局 部 等 价 问题 


Poincaré, Cartan 最 先 研究 了 CR 流 形 间 的 局 部 等 价 问 题 . 早 

在 20 世纪 初 ，Poincaré 在 [Po1907] 中 证 明了 双 圆 盘 与 二 维 复 球 之 
间 的 不 双全 纯 等 价 性 ， 从 而 得 到 了 与 单 复 变 函 数论 中 的 黎 曼 映照 定 
理 截然 不 同 的 现象 ， 同 时 从 一 个 侧面 说 明了 多 复 变 函数 论 中 区 域 的 
整体 等 价 问 题 的 复杂 性 . 同时 ， 他 注意 到 C"(m > 2) 中 区 域 的 内 部 
复 结构 与 区 域 边界 的 复 结构 ， 即 边界 的 CR 结构 紧密 相关 ， 这 就 启 
发 我 们 试图 通过 研究 区 域 边界 CR 结构 的 局 部 等 价 问题 来 研究 部 分 
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区 域 的 整体 等 价 问 题 . 事实 上 ，C. Fefferman!¥e’4] 和 Bochner ( 参 
见 [Ho73] 或 [Kr82]) 在 他 们 著名 的 工作 中 ， 证 明了 两 个 有 界 的 光 
滑 强 拟 凸 域 是 双全 纯 等 价 的 当 且 仅 当 它们 的 边界 是 CR 等 价 的 . 进 
一 步 ，Pinchuk[Pi75 和 Lewye77] 证 明了 如 果 上 述 两 个 区 域 的 边界 
是 实 解析 的 ， 那 么 区 域 间 的 全 纯 等 价 映射 可 解析 延 拓 到 区 域 的 一 个 
邻 域 内 ，Webster 在 [Web77] 中 则 得 到 了 相应 的 一 个 代数 结果 . 有 
许多 进一步 的 事实 证 明了 区 域 边界 的 CR 性质 在 决定 区 域 的 双全 
纯 等 价 性 中 扮演 着 非常 重要 的 角色 ， 有 兴趣 的 读者 可 参见 [CJ96]， 
[HJ98]， 或 综述 性 文章 [BER00b], [IK99] 及 它们 后 面 的 参考 文献 . 

下 面 讨 论 双全 纯 等 价 问题 中 的 局 部 理论 . 首先 ， 对 于 CR 流 形 
中 的 一 类 重要 曲面 ， 即 Levi 非 退 化 的 实 解析 超 曲面 情形 ，Chern- 
Moser 在 著名 的 [CM74] 一 文中 给 出 了 这 类 曲面 的 正规 型 ， 得 到 
了 它们 的 完全 不 变量 (早期 的 工作 参见 [Ca32a], [Ca32b], [Ta62], 
[Ta67])， 在 第 二 章 和 第 四 章 中 ， 我 们 将 把 我 们 得 到 的 正规 型 与 
[CM74] 中 的 正规 型 进行 类 比 ， 事 实 上 ， 这 些 正规 型 间 存 在 一 些 类 
似 之 处 ( 详 见 注 2.2.1 和 注 4.2.1 (1)). 因此 在 这 里 ， 我 们 有 必要 简要 
叙述 一 下 Chern-Moser 理论 . 

假设 M 为 CH 中 的 一 个 Levi 非 退 化 的 实 解 析 超 曲面 ， 
po E M. 经 过 一 个 双全 纯 变 换 ，po 被 映 到 0 点 ， 且 在 坐标 (z,w) € 
C"xC 下 ，M 在 0 点 附近 可 由 下 式 定 义 : 

Im(w) = zBz* + F(z,z,Re(w)), (1.1.1) 

这 里 ()* 表示 Hermit 转 置 ， 即 2*=2', B ÆA Xi AEM A 
2 个 元 为 1， 后 面 g = n 一 p 个 元 为 -1, F(z,z,Re(w)) 是 一 个 实 
解析 的 实 值 函数 . 如 果 定 义 z,z 的 权 均 为 1，Re(w) 的 权 为 2， 那 
么 在 此 权 系 统 下 ，F 还 满足 下 = O(3). 记 大 为 所 有 满足 上 述 性 质 
WF, HJE F eF 4R (k, 型 ， 即 记 


co 
F(z,Z,8) = > Fya(2,.2,8)5 


k,l=0 


其 中 Fa A (k,l) 型 ， 即 满足 


Fyi(t1z, teZ, 8) = tet! Filz, Z, s), tı, t2 > 0. 


第 一 章 综 R 
现在 定义 缩 并 算 子 tr: 


tr Fki = > (=) B (=) Fy. 
对 于 大 PORN, BA N EN, 如 果 
N(z, Z,'s) = > Nki(z, Z, 8), 
min{k,l}>2 (1.1.2) 
H trNo2=0, tr?Ng.=0, triNas = 0. 
定义 SU(p +1,4 +1) HAR (n +1) x (n+ 1) 矩阵 保持 如 
下 二 次 形式 : 
Gf) :=tBt* + 5 (nto Ee 
HH t = (tot, tny), Ý = (tht, th) 接着 , 再 定义 K 为 SU(p 十 
1,4 十 1) 中 对 角 元 均 为 6 H er = 1 的 子 群 现在 定义 G 为 
SU(p +1,4 +1)/K PRR CPH 上 原点 的 最 大 子 群 . 我 们 称 全 纯 
变换 TET, MRT =(z+f,wt+9), Af =O(2), G = 0(3)， 
以 及 
of 
Ow 
有 了 如 上 准备 工作 ，Chern-Moser 定理 可 如 下 叙述 : 
假设 M e CH 为 一 个 实 解 析 的 超 曲面 ， 它 在 0 点 附近 由 方程 
(1.1.1) 定义 . 那么 对 于 任意 的 有 理 变换 Re G， 存 在 唯一 的 了 ET， 
使 得 通过 双全 纯 变 换 H= To R， 在 新 坐标 (zw) e Cn xC F, 
M 在 0 点 附近 由 如 下 方程 定义 : 
Im(w’) = zBz” + N(z,z,Re(w’)), (1.1.3) 
其 中 NEN. 


(0) = 0, Re SA(0) =0. 


2. Bishop 曲面 上 的 研究 概况 


作为 超 曲面 情形 在 一 定 意 义 下 的 一 种 推广 ， 我 们 将 在 下 文 里 
研究 C" 中 具有 高 的 余 维 数 的 实 子 流 形 . 这 类 曲面 的 最 简单 模型 是 
RAE C 中 的 实 二 维 流 形 . 注意 到 ， 对 于 这 样 的 流 形 M, CE 
每 一 点 的 CR 维 数 是 0 或 1， 因 此 如 果 M 是 一 个 CR 流 形 ， 那 
AM 要 么 全 实 要 么 是 C 中 的 一 条 复 曲 线 . 特别 地 ， 如 果 M 是 


3 


实 流 形 在 复 流 形 中 的 全 纯 不 变量 


C? 中 实 解析 CR 流 形 ， 那 么 它 双全 纯 等 价 于 RC C2) 或 复 平 面 
{z2 = 0}(C C?). 因此 ， 对 于 C? 中 的 实 解析 流 形 M， 从 双全 纯 等 
价 的 观点 来 看 ， 有 意思 的 点 是 那些 p(e M), WEE p 点 的 CR 维 
数 为 1， 但 在 p 点 一 个 邻 域 的 其 他 点 CR 维 数 为 0， 这 样 的 点 被 称 
为 复 切 点 (complex tangents). 对 这 类 点 的 研究 非常 有 意义 : 首先 ， 
从 复 分 析 的 难点 来 看 ， 它 们 可 以 看 成 超 曲面 在 具有 高 的 余 维 数 的 一 
个 最 简单 的 类 似 ; 其 次 ， 这 类 曲面 在 复 切 点 具有 丰富 的 复 结构 ， 而 
在 其 附近 的 其 他 点 只 有 平凡 的 复 结构 ， 即 这 是 具有 CR 奇 性 曲面 的 
最 简单 模型 ， 另 外 ， 对 于 C? 中 紧 致 可 定向 的 实 二 维 流 形 ， 这 样 的 
点 总 是 存在 的 (事实 上 ， 由 [Bis65]， 我 们 知道 椭圆 点 与 双 曲 点 的 差 
为 曲面 的 欧 拉 数 ). 

如 果 曲 面 M E p 点 满足 一 定 的 非 退化 条 件 ，Bishop 在 [Bis65] 
一 文中 证 明了 存在 全 纯 局 部 坐标 (z,w = u + iv) C C2?， 在 p 点 为 
0， 使 得 M 为 如 下 方程 所 定义 : 


w = zZ + X(22 + Z?) + E(z, Z), E(z,z) = o(|z|*), (1.1.4) 


这 里 0< 入 < co， 并 且 和 是 一 个 全 纯 不 变量 ， 称 为 Bishop 不 变 
量 . 一 个 曲面 被 称 为 Bishop 曲面 , 如 果 它 在 所 有 的 复 切 点 非 退 化 . 


我 们 称 复 切 点 是 椭圆 的 、 抛 物 的 、 双 曲 的 , 如 果 和 分 别 满足 
0<A<5, A= > 5 <A <00. 

这 类 问题 的 研究 最 早 始 于 Bishop. 他 在 [Bis65] 一 文中 ， 运 用 
Picard ÆRA, ERFA- REAA, KAE p 点 且 贴 于 M 
上 ， 从 而 发 现 了 M 在 椭圆 情形 的 复 切 点 附近 的 许多 重要 几何 性 质 . 
这 里 全 纯 圆 盘 贴 于 M 上 意味 着 存在 连续 映射 f: A> C?， 它 在 A 
上 全 纯 且 满足 (OA) CM. 同时 他 提出 了 如 下 的 尚未 解决 的 问题 : 
如 果 考 虑 这 些 局 部 贴 于 M 的 圆 盘 的 并 集 ， 我 们 是 否 有 唯一 性 和 正 
则 性 ?这些 圆 盘 的 并 集 能 否 组 成 M 的 全 纯 凸 域 ? 

Bishop 不 变量 是 一 个 二 次 不 变量 ， 带 有 这 个 曲面 的 许多 基本 
几何 性 质 . Moser-Webster 在 他 们 著名 的 文章 [MW83] 中 ， 首 先 研 
究 了 更 微妙 的 高 阶 不 变量 . 与 Bishop 的 方法 不 同 的 是 ， 他 们 不 再 
运用 贴 解析 圆 盘 的 方法 ， 他 们 的 出 发 点 是 一 个 动力 学 方向 的 对 象 ， 
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即 在 这 种 非 例外 复 切 点 的 复 化 曲面 附近 ， 定 义 一 对 内 在 的 对 合 变 
换 (involution), XŒ Bishop 不 变量 非 例外 是 指 和 A 0, $,00 并且 
Av? — v +A = 0 KF v 没有 单位 根 . Moser-Webster 在 [MW83] 一 
文中 ， 把 上 述 正规 型 问题 转化 为 一 对 被 一 个 反 全 纯 对 合 变换 缠绕 的 
对 合 变换 的 正规 化 问题 . 通过 对 这 对 对 合 变换 进行 正规 化 ， 他 们 证 
明了 在 一 个 非 例外 的 复 切 点 附近 ，M 可 以 通过 一 个 形式 窜 级 数 变 
换 ， 在 坐标 (z,w=utiv) CC? 下 ， 有 如 下 正规 型 : 
u = 2et+(Ateu’)(z?7 +2), v=0, 
e€ {0,1,-1}, seZt. (1.1.5) 
Moser-Webster 受 天 体力 学 中 保 面 积 变换 的 正规 性 问题 (参见 
[IMS71]) 研究 的 启发 ， 运 用 强 控制 函数 理论 (majorant argument), 
得 到 了 在 非 例 外 的 椭圆 情形 ， 即 0 < 入 < 5, ERMA RIN 
收敛 性 . 在 双 曲 情形 ， 上 述 形式 窜 级 数 变 换 可 能 发 散 . 在 [MW83] 
中 ， 他 们 给 出 了 一 些 简单 的 代数 双 曲 面 ， 它 们 形式 等 价 但 不 能 全 纯 
等 价 于 正规 型 (1.1.5). 这 方面 进一步 的 工作 参见 [Gon94al, [Gon04]. 
通过 Moser-Webster 的 工作 ， 我 们 立即 可 以 得 到 : 如 果 M C 
C 是 一 个 实 解析 曲面 ， 那 么 在 非 例 外 椭圆 点 p e M， 存 在 由 一 个 
参数 组 成 的 一 组 实 解 析 艇 ， 它 们 是 边界 在 M 上 ( 即 贴 于 M) 的 解 
PAA, RAMI AMS p 点 ， 这 些 圆 盘 的 并 M CC? 组 成 一 
个 Levi 平坦 的 实 解析 三 维 带 边 流 形 ，M 是 它 的 部 分 边界 且 流 形 M 
正 是 M 的 局 部 全 纯 凸 域 . 
遗憾 的 是 ，Moser-Webster 的 方法 对 于 例外 的 椭圆 情形 ， 即 
入 = 0 时 不 再 适用 . 事实 上 ， 此 时 我 们 不 再 有 [MW83] 中 的 对 合 变 
换 .. 与 [MW83] 不 同 的 是 ，Moser 在 [Mos85] ~x F NÆRER 
的 角度 去 考虑 这 个 问题 ， 得 到 了 如 下 拟 正规 型 : 
w= zZ + 2° +2" + 2Re( 5 ajz’), (1.1.6) 
j>s+1 
这 里 s 是 Bishop 不 变量 为 0 时 ， 复 切 点 最 简单 的 高 阶 不 变量 ， 我 
们 称 之 为 Moser 不 变量 . Moser 还 证 明了 , WR s = co， 那 么 M 
可 全 纯 等 价 于 二 次 曲面 Mo = {(z,w) € ŒC :w=|zl?}， 同时 ， 
Moser 提出 了 这 样 一 个 很 自然 的 问题 : 怎样 从 拟 正规 型 中 寻找 除 
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s 以 外 的 其 他 高 阶 不 变量 ? 注意 到 ，Moser 在 得 到 拟 正规 型 的 过 
程 中 ， 利 用 了 一 个 非常 复杂 的 无 穷 维 变换 群 auto(M), Bl Mo 到 
自身 的 形式 变换 群 . 同时 注意 到 ，auto(MM6o) 中 包含 许多 不 收敛 的 
元 素 (参见 [MW83], [Mos85], [Hu01]). 关于 Bishop 不 变量 为 0 的 
Bishop 曲面 ，Moser 在 [Mos85] 中 提出 了 如 下 两 个 基本 的 问题 : 

首先 是 关于 贴 于 M 上 、 收 缩 到 p 点 的 解析 圆 盘 的 解析 性 问 
fl. 这 个 问题 由 Huang-Krantz 在 [HK95] 中 对 解析 流 形 的 情形 给 
出 了 肯定 的 答案 . 因此 ， 联 系 Moser-Webster 的 工作 ， 我 们 有 ， 如 
果 只 考虑 曲面 的 全 纯 凸 域 的 解析 性 质 ， 椭 圆 情形 有 相同 的 现象 . 对 
于 由 (1.1.4) 定义 的 光滑 曲面 M c C?，A 和 仍然 是 M 的 一 个 全 纯 不 
变量 . Kenig-Webster 在 [KW82] 一 文中 证 明了 , 如 果 M 为 光滑 的 
椭圆 复 切 点 ， 那 么 存在 唯一 一 簇 由 一 个 参数 组 成 的 一 组 边界 在 M 
上 ( 即 贴 于 M) 的 解析 圆 盘 ， 互 不 相交 且 收 敛 到 p 点 ， 这 些 圆 盘 的 
并 M CC? 组 成 一 个 Levi 平坦 的 光滑 三 维 带 边 流 形 ，M 是 它 的 
部 分 边界 且 流 形 M 正 是 M 的 局 部 全 纯 凸 域 . 在 [MW83] 一 文中 ， 
Moser-Webster 给 出 了 C P n 维 解 析 实 子 流 形 在 非 例外 椭圆 复 
切 点 的 正规 型 ， 这 样 其 全 纯 凸 包 跟 二 维 情形 有 相同 的 结论 . C” 中 
n 维 实 子 流 形 在 非 例外 椭圆 复 切 点 的 全 纯 凸 包 问 题 最 终 由 Huang 
在 [Hu98] 一 文中 给 出 了 一 个 完整 的 答案 ， 其 光滑 性 的 讨论 是 基于 
[KW84] 中 的 部 分 结果 . 即 有 下 述 事实 : 

如 果 M €C"(n > 2) 为 一 个 光滑 n 维 实 子 流 形 ，p e M 为 一 
个 孤立 椭圆 点 ， 那 么 存在 一 簇 互 不 相交 的 贴 于 M 上 的 解析 圆 盘 ， 
收敛 到 p， 它 们 的 并 M 是 一 个 光滑 的 Levi 平坦 的 n +1 维 带 边 流 
形 ， 且 为 M 在 p 点 附近 的 局 部 全 纯 凸 包 ，AM 为 它 的 部 分 边界 . 进 
一 步 ， 如 果 M 实 解 析 ， 那 么 M 也 实 解析 . 

Moser 提出 的 第 二 个 问题 是 关于 入 = 0 时 Bishop 曲面 的 高 阶 
不 变量 . 注意 到 ，Meoser-Webster 的 正规 型 ， 即 具有 非 消 失 Bishop 
不 变量 的 椭圆 情形 的 解析 Bishop 曲面 ， 全 纯 等 价 于 一 个 代数 曲面 
且 最 多 有 两 个 高 阶 不 变量 .因此 ，Moser 提出 A = 0 时 是 否 也 具 
有 如 上 0 < 入 < 立时 同样 的 性 质 ? 此 时 Bishop 曲面 的 等 价 类 是 否 
被 一 个 代数 曲面 所 决定 ? 这 个 曲面 能 否 由 Bishop 曲面 定义 函数 足 
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够 大 项 的 截断 函数 所 定义 ? Gong 在 [Gon94b] 一 文中 指出 ， 在 一 
个 稍 小 的 变换 群 的 等 价 关 系 下 ， 即 双全 纯 辛 变换 群 (the group of 
holomorphic symplectic transformations) F, A = 0 时 Bishop H 
面 确实 有 无 穷 多 个 不 变量 然而 在 这 种 关系 下 ， 非 例外 椭圆 情形 的 
Bishop 曲面 同样 也 有 无 穷 多 个 不 变量 . Gong 在 后 来 的 工作 中 还 证 
明了 ， 如 果 只 考虑 此 动力 学 性 质 ， 例 外 或 非 例 外 双 曲 情形 ， 或 甚至 
于 抛物 情形 ， 它 们 在 复 切 点 差别 不 大 . 

接着 我 们 讨论 C 中 带 有 CR 奇 性 的 实 子 流 形 ， 它 在 奇异 点 有 
较 高 ( 即 大 于 或 等 于 2) 的 CR 维 数 . 最 近 出 现 了 许多 关于 这 一 方面 
的 工作 ， 有 兴趣 的 读者 可 参见 [Sto], [DTZ05], [Cof06] 等 . 特别 地 ， 
在 [Sto] 一 文中 ，Stolovitch 对 一 类 非 例外 曲面 ， 在 一 般 的 CR 奇 
异 点 ， 引 入 了 推广 的 Bishop 不 变量 ， 并 把 Moser-Webster [MW83] 
的 部 分 结果 推广 到 dimgM > dimcC"™+! 的 情形 . 在 [DTZ05] 一 文 
中 ，Dolbeault-Tomassini-Zaitsev 引入 了 平坦 的 椭圆 CR 奇异 点 的 
概念 . MC" 中 一 类 余 维 数 为 2 且 只 有 两 个 平坦 的 椭圆 CR 奇异 点 
的 紧 子 流 形 ， 他 们 研究 了 复 解析 子 集 (complex analytic varieties) 
的 整体 填补 (filling) 性 质 . 


1.2 本 文 的 主要 工作 


本 文 的 工作 本 质 上 是 Moser 的 著名 工作 [Mos85] 的 继续 及 其 在 
高 维 的 推广 . 我 们 从 [Mos85] 的 拟 正 规 型 中 ， 通 过 形式 载 级 数 变 换 ， 
消去 了 部 分 特定 项 ， 得 到 了 Bishop 不 变量 为 0 的 Bishop 曲面 的 
形式 正规 型 . 特别 地 ， 证 明了 当 Bishop 不 变量 为 0、Moser 不 变量 
为 某 个 固定 的 s 时 ， 它 的 模 空 间 是 一 个 无 穷 维 Fréchet 空间 . 由 此 
我 们 马上 可 以 得 到 Moser 问题 的 一 个 否定 答案 ， 即 Bishop 不 变量 
为 0 时 Bishop 曲面 不 能 被 其 Taylor 展开 的 一 个 有 限 截断 所 决定 . 
通过 进一步 的 讨论 ， 我 们 得 到 入 = 0, s 关 00 时 Bishop 曲面 一 般 不 
能 双全 纯 等 价 于 一 个 代数 曲面 . 然后 ， 我 们 建立 了 Bishop 曲面 上 
的 双 曲 几何 性 质 ， 并 利用 这 些 双 曲 几何 性 质证 明了 两 个 Bishop 不 
变量 为 0 的 Bishop 曲面 双全 纯 等 价 当 且 仅 当 它们 形式 等 价 . 最 后 ， 
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我 们 给 出 了 [Mos85] 在 高 维 的 一 个 推广 定理 . 具体 表现 在 : 
1. 具有 消失 Bishop 不 变量 的 Bishop 曲面 的 形式 理论 


在 第 二 章 中 ， 我 们 引入 了 一 个 不 同 于 以 往 的 weight 理论 ， 由 
此 得 到 了 Bishop 曲面 在 Bishop 不 变量 为 0 时 的 形式 正规 型 . 即 有 
如 下 的 定理 ， 从 而 得 到 了 这 类 曲面 的 完全 不 变量 . 


定理 1.2.1 假设 M 是 一 个 形式 Bishop 曲面 ，0 点 为 其 椭圆 
复 切 点 ， 它 的 Bishop 不 变量 入 为 0 E Moser 不 变量 s 是 一 个 有 
限 的 大 于 2 的 整数 . 那么 存在 一 个 形式 需 级 数 变换 

(2',w’) = F(z,w) = (f(z,w),9(z,w)), F(0,0) = (0,0), 


使 得 在 (z',w') BARE, M’ = F(M) 在 0 点 附近 由 如 下 形式 正规 
型 所 定义 : 


w = zZ +z z +l) ele), (1.2.1) 
这 里 
co 3 一 1 
p(z') = x > Opes get, (1.2.2) 
k=1 j=2 


这 样 一 个 形式 变换 在 从 左边 复合 如 下 一 个 旋转 映射 范围 内 唯一 : 
z=’?! wl 二 w'， 其 中 0 是 一 个 满足 ei*9 二 1 的 常数 . 
即 如 果 存 在 另 一 个 形式 等 价 映射 (z”,w”) = F*(z,w), 使 得 F*(0) = 
0 E M 被 映 到 如 下 正规 型 : 
wl = 22 4 z" +z + (2") + p(z"), 


其 中 


co s—l 


HEIN 1 tks+j 
Pir =I) tae, 


k=1 j=2 
那么 F* = Rook, HP 0 是 一 个 满足 ev-les = 1 和 akj = 
eV Tet al as 的 常数 . 


在 这 里 ， 简 要 介绍 一 下 定理 1.2.1 的 证 明 思想 . 对 于 定理 1.2.1 
中 的 流 形 M， 我 们 希望 找到 一 个 窜 级 数 变换 把 它 变 换 到 正规 型 
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(1.2.1), (1.2.2)， 并 证 明 这 一 变换 在 除去 一 个 旋转 后 唯一 ， 这 就 要 
求 我 们 研究 一 个 无 穷 维 的 齐 次 方程 组 . 因为 auto(M。) 是 一 个 无 穷 
维 空间 ， 齐 次 线性 化 方程 有 非 平凡 的 核 空间 . 低 次 项 解 的 系数 将 在 
高 次 方程 中 决定 ， 然 而 在 高 次 项 决定 的 方程 中 ， 低 次 项 的 系数 不 再 
是 线性 的 . 因此 ， 这 与 [CM74] 和 [Mos85] 中 的 情形 很 不 一 样 . 我 
们 克服 这 一 障碍 的 思想 是 , 考虑 如 下 新 的 模型 空间 : 
w = |z|? +z +z" 
而 不 再 是 二 次 曲面 w = |2|?. 这 样 自 同 构 群 就 变 成 了 平凡 群 Zs,， 这 
里 Z, 是 所 有 映射 {we : (z,w) > (ei9z,w)，eis9 = 1} 组 成 的 变换 
群 . 注意 到 ， 此 时 |z|? + zs 不 再 是 一 个 齐 次 函数 ， 然 而 , 如 果 我 们 
对 z 赋予 weight 1, z 赋予 weight s 一 1， 那么 它 就 变 成 了 一 个 s 
次 齐 次 weight 多 项 式 . 在 这 一 新 的 weight 系统 下 ， 正 规 型 问题 就 
转化 成 了 一 个 无 穷 维 线性 方程 组 的 求解 问题 . 具体 说 来 ，degree 为 
2t 十 1 的 项 可 以 用 来 决定 齐 次 方程 中 degree 为 ts 十 1 的 项 ，degree 
为 2t 十 2 的 项 则 决定 了 齐 次 方程 中 degree 为 ts 十 s 的 项 . 这 样 就 
可 以 成 功 得 到 定理 1.2.1 中 具有 消失 的 Bishop 不 变量 的 Bishop H 
面 的 形式 正规 型 . 
下 面 给 出 定理 1.2.1 的 一 些 直接 的 推论 . 


推论 1.2.1 (a) 假设 Maor 是 一 个 形式 Bishop 曲面 ， 在 0 点 
附近 由 如 下 函数 所 定义 : 
co 8 一 1 


w=2z7 +2 +z + 2Re( > Yo aeons). 


k=1 j=2 

那么 保持 0 点 不 变 且 把 Maor 形式 变换 到 自身 的 映射 是 Z 的 一 
个 子 群 ， 记 为 auto(Mnor). 进一步 ，We € auto(Mnor) 当 且 仅 当 
aks+j = 0 对 任意 的 上 和 了 满足 大 >1 2<jG<s—1, eV 41. 

(b) auto(M,) = Zs, 这 里 M, WZFE w= 2274+22 +7 定义 . 

(c) Z, 的 任意 子 群 都 是 某 个 Maor 到 自身 的 变换 群 . 

(da) 假设 M 是 一 个 形式 Bishop 曲面 ， 它 在 0 点 的 Bishop 不 
变量 为 0 E Moser 不 变量 s < oo. 那么 auto(M) 同 构 于 Z: 的 一 
个 子 群 . 
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定理 1.2.2 几乎 所 有 (generic) 满足 Bishop 不 变量 入 为 0 且 
Moser 不 变量 有 限 的 实 解析 Bishop 曲面 不 能 全 纯 等 价 于 C 中 的 
一 个 代数 曲面 . 


对 于 定理 1.2.2， 其 证 明 思 想 最 初 来 自 于 Poincaré. 他 在 
[Po1907] 中 证 明了 对 于 无 穷 维 模 空间 的 一 个 子 集 ， 如 果 它 由 一 
个 有 限 维 子 空间 的 可 数 并 组 成 ， 那 么 它 必 为 一 个 第 一 范畴 集 (the 
first category). 在 CR 几何 范畴 内 ， 有 兴趣 的 读者 可 参见 [Fo04]， 
在 此 文中 ，Forstneric 利用 几乎 所 有 的 CR 流 形 的 模 空 间 的 维 数 是 
无 穷 的 ， 证 明了 能 全 纯 等 价 于 代数 流 形 的 实 解析 CR 流 形 ， 相 对 于 
所 有 实 解析 的 CR 流 形 ， 是 一 个 薄 集 (thin set). 正如 Forstneric 在 
[F004] 中 的 工作 ， 我 们 在 证 明 所 有 入 = 0 的 Bishop 曲面 与 代数 曲 
面 间 的 一 般 不 全 纯 等 价 性 时 ， 主 要 利用 了 Baire 范畴 定理 . 


2. 具有 消失 Bishop 不 变量 的 Bishop 曲面 上 的 双 曲 几何 和 
等 价 分 类 问题 


对 于 第 二 章 得 到 的 正规 型 ， 我 们 还 不 清楚 它 是 否 一 定 收 敛 . 
然而 ， 我 们 将 在 第 三 章 中 证 明 , 如 果 正 规 型 收敛 且 Moser 不 变量 
< co， 那 么 把 曲面 变换 到 正规 型 的 映射 一 定 收敛 . 即 有 如 下 定理 : 


定理 1.2.3 假设 M 和 M’ 都 是 0 点 附近 的 实 解析 Bishop 
曲面 ， 它 们 的 Bishop 不 变量 入 为 0 E Moser 不 变量 有 限 . 如 果 
F : (M,0) — (M',0) 是 一 个 形式 等 价 映射 BAF 是 0 点 附近 
的 一 个 双全 纯 等 价 映 射 . 


我 们 的 收敛 性 证 明 利用 了 Moser-Webster [MW83] 投影 化 技 
巧 ， 正 如 他 们 处 理 非 例 外 Bishop 曲面 时 所 用 到 的 . 然而 ,不同 
于 Moser-Webster 的 情形 ， 我 们 不 再 利用 一 对 对 合 变换 ， 这 可 是 
Moser-Webster 理论 的 出 发 点 . 我 们 处 理 收敛 问题 的 主要 思想 是 去 
建立 曲面 内 在 的 双 曲 几何 ， 其 出 发 点 是 Huang-Krantz [HK95] 的 平 
坦 化 定理 . 前 面 已 经 提 到 ， 存 在 许多 不 收敛 的 映射 把 入 = 0，s = co 
的 曲面 变换 到 如 上 定义 的 模型 空间 Mo 因此 我 们 的 收敛 性 定理 说 
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明 Moser 不 变量 在 研究 A = 0 的 Bishop 曲面 中 扮演 着 非常 重要 的 
角色 . 同时 注意 到 ， 还 有 许多 其 他 考虑 形式 级 数 收敛 的 问题 ， 比 如 
说 Baouendi-Ebenfelt-Rothschild 的 工作 [BER00a] 以 及 [MBR02]， 
[MMZ03], Webster [Web03], Stolovitch [Stol， 虽 然 在 不 同 的 情况 下 
证 明 的 思想 方法 完全 不 一 样 . 在 [BERO0a], [MBR02], [MMZ03] 这 
些 工 作 中 ， 他 们 证 明了 不 是 太 退 化 (not too degenerate) 的 实 解析 
流 形 间 的 形式 CR 映射 的 收敛 性 问题 . 在 [Web03], [Sto] 中 ， 他 们 
利用 对 合 变 换 ， 证 明了 其 他 类 型 的 正规 型 收敛 性 问题 . 

利用 定理 1.2.1 和 定理 1.2.3， 我 们 有 以 下 的 推论 : 


推论 1.2.2 (a) 假设 M 是 一 个 实 解析 的 Bishop HH, € 
在 0 2% Bishop 不 变量 为 0 E Moser 不 变量 s < co. WHR 
auto(M) = Z,, ABA (M,0) 双全 纯 等 价 于 (JM,,0)， 这 里 M, 跟前 
面 一 样 ， 由 方程 w= 二 zz 十 zs 十 Zs 所 定义 . 

(b) 假设 M 是 一 个 实 解析 的 Bishop 曲面 ， 它 在 0 点 的 Bishop 
不 变量 为 0 且 Moser 不 变量 s 是 一 个 素数 . 那么 auto(M) 是 一 个 
平凡 群 , 如 果 (M,0) 不 双全 纯 等 价 于 (MM,0). 


定理 1.2.4 假设 Mi 和 Mp 都 是 0 点 附近 的 实 解析 Bishop 
曲面 ， 它 们 的 Bishop 不 变量 入 为 0 且 Moser 不 变量 有 限 . 如 果 
M, 有 如 下 正规 型 : 


s— 


ooe 1 
w =z Z +242" +2Re( > TTT ii 
k=1 j=2 
HH M2 有 如 下 正规 型 : 
co s—l 
w = 2/7 +2! +27" + 2Re( > bks+j z" ii 
k=1 j=2 
么 (Mi,0) 双全 纯 等 价 于 (Ma,0) 当 且 仅 当 存在 一 个 常数 0 满 
Æ es® V-I = 4, 使 得 Qks+i = efiV=Th, 45 对 任意 的 k 2 1 和 
了 一 2 ,8—1. 


定理 1.2.4 给 出 了 Bishop 不 变量 和 为 0 H Moser 不 变量 s 有 
BRA) Bishop 曲面 的 全 纯 等 价 分 类 . 
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3. 一 类 余 维 数 为 2 且 形 式 等 价 于 一 个 二 次 曲面 的 CR 奇异 流 


在 第 四 章 里 ， 我 们 研究 一 类 流 形 M 定义 在 CR 奇 性 点 p 附 
近 的 局 部 全 纯 结 构 ， 这 类 流 形 能 够 经 过 一 个 局 部 的 全 纯 坐 标 变 
换 ， 使 得 在 新 的 坐标 系统 下 ,，p = 0 并 且 M 在 p 点 附近 由 方程 
w = |z|? + O(|z|?) 定义 . 这 里 用 (z,w) € C” x C 来 表示 C+ 中 
的 坐标 . 首先， 将 得 到 M 在 p 点 的 拟 正规 型 . 我 们 发 现 M Æp 
的 全 纯 结构 不 但 受 p 点 CR 奇 性 的 影响 ， 而 且 也 被 (M,p) 中 在 
n > 1 时 继承 的 部 分 强 拟 凸 CR 结构 所 影响 . 这 一 点 不 同 于 n=1 
时 的 情形 (参见 [mos85]). 遗憾 的 是 ， 正 如 Moser 在 [Mos85] 中 所 
考虑 的 n= 1 时 的 情形 ， 我 们 的 拟 正规 型 需要 利用 复杂 的 无 穷 维 群 
auto(M..), BY Mo 到 自身 的 形式 变换 群 ， 这 里 Mo 由 w= ||? E 
X. 因此 ， 利 用 我 们 的 拟 正规 型 来 解决 局 部 等 价 问题 并 不 是 一 件 容 
易 的 事情 . 然而 ， 利 用 快速 迭代 法 (rapid iteration procedure) 将 证 
明 ， 如 果 我 们 的 正规 型 中 高 阶 项 消失 ， 那 么 M 就 双全 纯 等 价 于 模 
型 空间 Moo. 即 有 如 下 定理 : 


定理 1.2.5 假设 MCC (n> 1) 是 一 个 实 解 析 的 子 流 形 ， 
由 如 下 形式 的 方程 所 定义 : w= |z|? 十 O(|zj3). 那么 (M,0) 双全 纯 
等 价 于 二 次 型 (M。,0) 当 且 仅 当 它 可 以 形式 等 价 于 (Mæ, 0). 


定理 1.2.5 Æ n = 1 时 的 情形 即 是 Moser 在 [Mos85] 中 的 
工作 . 事实 上 ， 我 们 的 证 明 方法 ， 如 同 Moser 在 [Mos85]、Gong 
在 [Gon94b] 中 一 样 ， 主 要 利用 了 快速 欠 代 法 . 定理 1.2.5 中 的 收 
敛 性 结果 在 其 他 类 型 的 CR 奇 点 附近 可 参见 Gong [Gon94a] 和 
Stolovitch [Sto]. 

上 述 定 理 与 n = 1 时 的 一 个 基本 区 别 ， 在 于 几乎 所 有 的 (M, p) 
不 能 如 n = 1 时 的 情形 那样 ， 形 式 变 换 到 Levi 平坦 的 超 曲 面 
Im(w) = 0. 事实 上 ， 我 们 利用 定理 4.2.1 中 拟 正规 型 ， 得 到 (M,0) 
能 形式 平坦 化 的 下 述 充 分 必要 条 件 . 下 面 定理 中 的 部 分 术语 将 在 第 
四 章 中 具体 定义 . 
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定理 1.2.6 假设 (M,0) 是 一 个 由 形 如 w= |z? + E(z,z) 
E=O(|z|*) 的 形式 方程 定义 的 形式 子 流 形 ， 那 么 下 面 的 命题 等 价 : 

(i) (M,0) 能 被 平坦 化 ; 

(ii) (M,0) 有 一 个 平坦 拟 正 规 型 . 即 M 有 一 个 由 如 下 形式 定 
义 的 拟 正规 型 : w = |z|? + lz, z) Hp 满足 (4.2.9) 中 的 正规 
性 条 件 以 及 实 值 条 件 ylz, z) = glz, z); 

(iii) (M,0) 的 任意 拟 正 规 型 都 是 平坦 的 . 
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第 二 章 ”具有 消失 Bishop 不 变 
量 的 Bishop 曲面 的 形 
式 理论 


在 这 一 章 里 ， 我 们 考虑 Bishop 不 变量 为 0、MIoser 不 变量 有 
限 的 Bishop 曲面 的 形式 理论 ， 最 终 得 到 上 述 Bishop 曲面 的 形式 正 
规 型 . 特别 地 ， 通 过 上 述 形 式 正规 型 ， 我 们 证 明了 当 Bishop 不 变 
量 为 0、Moser 不 变量 为 某 个 固定 的 s 时 ， 其 模 空间 是 一 个 Fréchet 
空间 无 穷 维 流 形 . 由 此 马上 可 以 得 到 Moser 问题 的 一 个 否定 答案 ， 
即 Bishop 不 变量 为 0 时 Bishop 曲面 不 能 被 其 Taylor 展开 的 一 个 
有 限 截 断 所 决定 . 通过 进一步 的 讨论 ， 我 们 得 到 入 = 0, s 关 oc 时 
Bishop 曲面 一 般 不 能 双全 纯 等 价 于 一 个 代数 曲面 . 


2.1 近似 正规 型 间 形 式 映射 的 唯一 性 


在 这 一 章 里 ， 我 们 用 (z,w) 或 (2w) 来 表示 C 中 的 坐标 . 假 
i A(z,z) 是 没有 常数 项 的 关于 变量 (z,z) MER. 我 们 说 
A(z,z) 的 order Æ k, WR 
A(z,2Z) = X Ag 7 + o(|z|*), 
j+l=k 
并 且 至 少 存在 一 个 Aji EC (j +l=k) 不 等 于 0. 这 时 ， 称 
Ord (A(z,z)) = k. 


X. A A order 为 ov. 
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考虑 C? 中 定义 在 原点 附近 形式 实 曲面 M. 假设 0 是 M 的 
一 个 复 切 点 . 那么 ， 通 过 一 个 线性 坐标 变换 ， 可 以 假定 TOM = 
{w = 0}. 如 果 不 存在 坐标 变换 ， 使 得 M 在 0 点 附近 由 如 下 形式 的 
方程 所 定义 : w= O(|z|?)， 那 么 称 0 是 M 上 的 一 个 非 例 外 的 复 切 


点 . 在 这 种 情况 下 ，Bishop 证 明了 存在 一 个 坐标 变换 ， 使 得 M 在 
坐标 变换 后 由 如 下 方程 所 定义 (参见 [Bis65], [Hu04]): 
w = zZ + A(z? + 2) + O(|z|°), (2.1.1) 


这 里 Ae [0,co], FAS 入 = co 时 ， 方 程 有 如 下 形式 : 
w = 2z? + Z? + O(|z|?). 
入 是 M 在 0 点 的 第 一 个 绝对 不 变量 ， 称 为 Bishop 不 变量 . Bishop 
不 变量 是 一 个 二 次 不 变量 ， 类 似 于 超 曲面 情形 的 Levi 特征 根 . 当 
à c [0,3) 时 ， 称 M 为 椭圆 的 复 切 点 . fixe, RANA HH 
圆 的 复 切 点 感 兴趣 ， 事 实 上 ， 我 们 只 研究 A= 0 的 情况 ;因为 对 
于 入 e (0, s) 的 情况 ， 曲 面 已 经 被 Moser-Webster [MW] 的 工作 所 
完全 解决 . 当 入 = 0 时 ，Moser-Webster 和 Moser 分 别 在 [MW], 
[Mos] 中 证 明了 存在 一 个 3<s<o 使 M 由 如 下 方程 所 定义 : 
w = zZ + z? + 2° + E(z,Z), (2.1.2) 

这 里 马 是 一 个 关于 (z,z) WBUARAM, A Ord(E) > s 十 1. 4 
s 二 00 时 ， 应 该 理解 定义 方程 为 w = zz， 即 M 形式 等 价 于 二 次 
曲面 Mo = {w = 2z}. s 是 M 的 另外 一 个 绝对 不 变量 , 我 们 称 之 
为 Moser 不 变量 . s = co 的 情形 由 Moser 的 工作 [Mos85] 所 解决 . 
因此 ， 在 本 章 的 下 文中 ， 我 们 的 曲面 M 都 满足 入 = 0 和 一 个 固定 
的 s<oc. 

一 个 不 含有 常数 项 的 形式 映射 z = F(z,w), w = G(z,w) 被 
称 为 一 个 可 逆 的 形式 变换 (或 者 为 简单 起 见 ， 一 个 形式 变换 )， 如 果 
Fe (0, 0) 是 可 逆 的 . 当 一 个 形式 映射 不 含有 常数 项 时 ， 称 它 保 原 


首先 ， 有 如 下 基本 引 理 . 


引 理 2.1.1 设 M 由 方程 (2.1.2) CX. 假设 z = F(z,w), 
w = G(z,w) 是 一 个 保 原 点 的 形式 变换 并 且 把 M RS) M', KB 
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M' 由 方程 w = 2'7 十 2 +z + E*(2',2') 所 定义 ， 且 Ord(E*) > 
s+1. 那么 

(i) F=az+bw+O(|(z,w)|?), G = cw +0(|w|? +|zw|+ |z|9), 
这 里 c= |al?, a #0; 

(ii) 假设 M 和 M! 进一步 由 如 下 方程 : w= Elz, Z) = 22+ 
z8 +Z + 0(|z|*) 和 w = E*(z',2’) = zZ + 2! +2" + o(|z'|*) 分 别 
定义 ， 这 里 s> 3, ARZA 

F = (e° z + O(|z|? + |w|), w + O(|w|? + |zw| + |z|*)), 

这 里 0 是 一 个 满足 eisg = 1 的 常数 ; 

(iii) 在 (i) 里， 对 任意 的 N >s, 4 EE(z,z) = E(z,Z)+0/|z2|%) 


E E*(2z',2’) = EB*(z',z) 十 o(|z|N) 时 ， 有 
G(z,w) = ajw + > bjrziw", 
2<j<[N/2] j+2k>N+1 
其 中 而 =o， 且 当 N=3 时 ， 定 义 oj =0. 
证 (i) 是 [Hu04] 中 引 理 3.2 的 内 容 . 为 方便 读者 ， 我 们 简要 
叙述 一 下 证 明 过 程 . 首先 ， 假 设 F = (f,g) 满足 
f = az + bw + O(|(z, w)|?), 
g = cw +d (z) + O(\w|? + [zw] + |z|°). 
利用 M 的 定义 方程 ， 有 
cz5 + d®)(z) = |az + bw|? + O(|z\°), 
这 里 (z,w) © M. 比较 27,27 的 系数 ， 得 到 
c=|al?, d@ = 0. 
为 证 明 (ii), $ F =(az+f,cwt+g). 这 里 由 (i)， 可 以 假设 
f(z,w) = O(|zP + lwl), 9(z,w) = O(llwl? + zw] + zs). 
注意 到 
f(0, E(0, Z)) = O(2*), 
f(z, E(z,0)) = O(z), 
g(0, E(0, Z)) = o(z°). 
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运用 M' 的 定义 函数 ， 知 在 M 上 有 下 述 方程 成 立 : 
cw + g(z, w) =|a|?|z|? +azf(z,w) + azf(z, wv) + f(z,w) f(z,w) 
+ (az + f(z,w))’ + (az + F(z, 0))? + o(|z|*). 
在 上 述 方程 中 把 > 和 z 看 成 相互 独立 的 变量 ， 然 后 令 z = 0, w= 
E(0,z), © = E(z,0), 我 们 得 到 
cz + 0(2°) = (az)* + o(z°). 
因此 可 以 得 到 c= as. 注意 到 已 经 有 c= lal? 和 s > 3， 可 以 推 得 
c=1,a=e%, KB 0 是 一 个 常数 . 
现在 转 到 (iii) 的 证 明 . 注意 到 
G(z,w) = |F(z, w)|? + E*(F(z,w), F(z,w)), XF (z,w) € M. 
因为 E, E* 直到 次 数 N WALA BARRE, BT 
G(z,w) = G(z,w) + o(|z|%) F M 上 成 立 . 
记 
G(z,w) = Y aapi wh. 
a8 


车 a 二 26 < N， 将 用 归纳 法 证 明 当 a = 0 时 aag = Gap TW 
dag = 0. 首先 ， 对 任意 的 正 整数 m, W E = Em) (2,2) + Em H 
中 Ecm)(z,z) 是 一 个 次 数 至 多 为 m 一 1 WERE Em = O(\z|"). 
由 假设 Ewy) 为 实 值 函数 ， 则 有 
N N 
apetw® = Gagzew’ + o(|z|%), 
2 ap > : weer (2.1.3) 
w = 224+ 2° + 28 + Enyi) (2, Z). 
接着 ， 假 设 No = ao 十 2Bo 是 最 小 的 整数 ， 使 得 aas Æ a = 0 时 取 
实 值 且 当 a 十 26 < No 时 总 是 取 0. 如 果 No > N 十 1 ， 那 么 引 理 
2.1.1 自动 成 立 ， 因 此 假设 No <N. 对 于 0<r <1, 定义 ow(&,7) 
是 一 个 从 单位 圆 盘 到 如 下 定义 的 单 连 通 区 域 的 双全 纯 映 射 : 
{E E Ci JEJ? +r {rié + rE + Ewry(ré, rE} < 1}, 
满足 on(E,r) = €(1+ O(r)). 因为 圆 盘 E+ (ron (E,r),r?) WF 
由 方程 w = zz 十 2 十 可 十 Bw+41)(z,z) 定义 的 曲面 Muy 上 ， 所 以 
SS ap E= So aair + ofr), Kl=1 Big 


a+28=No a+28=No 
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两 边 同 除 以 rN 后 再 让 r 一 0， 得 到 
Yo maf = So ask, (=, (2.1.5) 


a+28=No a+28=No 
从 上 面 这 个 方程 ， 我 们 有 当 a 十 26 = No It, aag 在 a= 0 时 为 实 
数 ， 否 则 为 0. 这 与 No 的 选取 矛盾 ， 这 样 就 完成 了 引 理 2.1.1 (iii) 
的 证 明 . m 
这 节 的 主要 目标 是 证 明 如 下 近似 正规 型 曲面 间 映 射 的 唯一 性 : 


定理 2.1.1 假设 形式 款 级 数 映射 
| z2 =z+ f(z,w), f(z,w) = O(lw| + |z}?), 
w =w+g(w), g(w)= O(\w|?) 
把 由 如 下 定义 的 曲面 M: 


(2.1.6) 


m s—l 


w = zZ + 2Re (2 + > pS ost + Ei(z,z) 


k=1 j=2 
映射 到 由 下 述 方程 定义 的 曲面 : 
n s—l 
w' = zz’ + 2Re G + F y beast) + Ey(z', z'), 
k=1 j=2 


EP n> 1, aee+;, deer; 是 复数 ， 且 
Ey(z,2) = o(|z|"*t°""), E2(z,z) = of|z|"*F°7"). 
ARASH tEROO0 时 ， 
f(tz,Pw) = O), gw) = O?) 
FAL aks+j = bks; TMA H k <n Fe 7 =2,---,5-1 MS. 

我 们 证 明定 理 2.1.1 的 其 中 一 个 主要 思想 是 ， 对 z 定义 一 个 
不 同 于 z 的 weight. 更 具体 说 来 ， 定义 z 的 weight 为 1，z 的 
weight 为 s 一 1， 对 于 一 个 不 含有 和 常数 项 的 形式 震级 数 A(z,z) ， 
分 别称 wt(A(z,Z)) =k 和 wt(A(z,z)) > k， 如 果 它 们 分 别 满足 当 
teR=>0 kt, 4 

A(tz, tZ) = tt A(z, Z) 和 A(tz, tz) = O(t"). 

在 本 章 的 下 文中 ， 我 们 用 @; Rid z 和 z HERRAS Bi 
xe order 至 少 为 了 H. weight 至 少 为 1 ( 即 当 上 一 0 WN, Of (tz, tz) = 
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O(t) 且 Oi(tz,ts-1z) = O(t!) ). 用 P 表示 z 和 = 的 齐 次 多 项 式 ， 
满足 order AA j A weight BOW 1. 我 们 要 强调 的 是 ，67 AP 
在 不 同 的 上 下 文中 可 能 不 同 . 

在 下 文中 ， 同 样 定义 z,w 的 正常 weight 分 别 是 1,2. 对 于 一 
个 形式 窜 级 数 h(z.w,2,.0), FA wtnor(h) > 大 来 表示 下 述 消失 性 质 : 
4 t 0 Rf, A(tz,t?w,tz,t?w) = O(t). 假定 h(z,w) 是 一 个 以 
(z.w) ARBNAS HAN BARE, MAW FIRE: 


-> hY (2 


AY (tz, t?w) = thO (z, w) 


是 (z,w) 的 一 个 多 项 式 . 注意 到 hew), ERNER weight 系统 
下 ( 即 z Al w 的 weight 分 别 是 1 和 2)， 是 一 个 degree 为 1 的 齐 
次 多 项 式 . 接 下 来 ， 我 们 总 是 记 


/一 1 


= 2h G) (z,w) 和 hay = = Re z, w). (2:1:7) 
j=l j=l 
定理 2.1.1 的 证 RA 除了 要 证 明 Qks+7 = Dks+j yb, 还 需 
要 证 明 在 定理 中 的 正规 条 件 下 ， 下 述 方程 的 任意 解 (f.g) 满足 
wtnor (f(z, w)) >2n+1, wtnor (g(w)) >2n+2: 


w+ g(w) =(z4+ f(z,w)) (Z+ f(z,w)) + 2Rel (z + f(z,w))* 


n s—l 


+ SOS divas (2 + f(z, wy) 


k=1 j=2 


+ Eo(f(z.w), f(z,w)), (2.1.8) 


EP w= zz +z: +z + E(z,z), A 


n 3 一 


E= 2Re( 5 Ponin + E,(z,zZ). 


k=1 j=2 


19 


实 流 形 在 复 流 形 中 的 全 纯 不 变量 
将 上 述 方程 简化 ， 可 以 得 到 方程 (2.1.8) 有 如 下 形式 : 


g(w) =Zf(z,w) + zf(z,w) + |fe w)? + Ref (2+ fle)” — Zs 


n s—l 


+ >. a [Pr (z + f(z, w) > TAT i } 


k=1 j=2 
+ o(|z|"°*8~*). (2.1.9) 
在 定理 2.1.1 的 证 明 中 ， 我 们 有 下 面 的 约定 : 4 N=ks +7 H 
KE<m2<7J<s-1 时 ， 定 义 avw 和 bw MACH 2.1.1 中 对 应 的 
值 ;， 否则 定义 为 0. 在 这 节 的 下 文中 ， 将 如 下 定义 正 整 数 No: 
假设 存在 一 对 正 整 数 (jo, ko) 使 得 (s <)kos + jo(< ns +s —1) 
是 满足 Akostijo Æ bast 的 最 小 正 整数 ， 那 么 定义 No = kos + jo» 
否则 定义 No = sn +s. 
根据 f 的 消失 阶 (vanishing order) 为 奇 或 为 偶 ， 我 们 把 定理 
2.1.1 的 证 明 分 成 如 下 的 两 个 部 分 . 
定理 2.1.1 证 明 的 第 一 部 分 “在 这 一 部 分 里 ， 假 定 要 么 
Ord (f(z, w(z, Z)) = 2t 
是 偶数 ， 要 么 f 三 0， 其 中 w(z, 习 = 227 4+2°4+24+E(z,z), H 
g(w) = ciw! + o(w'). 
定义 
No = min{ No, Ord(f),sn + s — 1}. 
如 果 f =0, WEX Ord(f) = 00. 那么 由 (2.1.9) 可 得 
e2'z! + O (|z|) = 2Re[(by, — an, )2™°] + O(|z|m+1). 
(2.1.10) 
注意 到 上 式 左 边 为 混合 项 ， 右 边 为 调和 项 ， 因 此 能 够 很 容易 地 得 到 
如 下 结论 : 
(2.1) R 2t > No Ho #0. 那么 21 > min{fNo,s 十 5 一 1} 且 
bno = Q No-: 由 我 们 对 No 的 选取 ， No 必须 是 ns 十 5. 因此 ， 定理 在 
这 种 情形 下 很 容易 得 到 . 当 2 > No E Ord(g) = co 时 同 理 可 得 . 
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(2.11) 4 2t < No 时 ， 如 果 Cl 天 0， 则 21 > min{2t + 2,sn+ s}. 
因此 要 么 Ord(g) =% 要么 1 >t> 1 (如 果 ci £0). 


假设 在 (2.11) 中 No = 2t 十 1. WR No < ms 十 s， 合 并 方程 

(2.1.9) 中 degree 为 2t 十 1 的 项 ， 则 有 
zf(2t) (z, zz) + zf (z, zz) + 2Re [(bno 一 an,)z*?| =0. 
(2.1.11) 

注意 到 上 式 前 两 项 为 混合 项 ， 最 后 一 项 为 调和 项 ， 这 就 要 求 an, = 
by,. 因此， 一 定 有 No = ns 十 s， 且 定理 2.1.1 在 这 种 情况 之 下 同 
样 很 容易 得 到 . 因此 ， 下 面 关 于 第 一 步 的 证 明 中 ， 我 们 总 是 假设 
(2.111) ns+s >No > 2t+2, g(w) =O(|w|'), lI>t>1. 


合并 方程 (2.1.9) 中 (标准 ) degree 为 2t +1 的 项 ， 有 


ZIRO (2,22) + afkor (2, 22) = 0. (2.1.12) 
记 (Gy (z,w) = ， is axiz*w!， 并 把 它 代 入 方程 (2.1.12), 得 到 
f29(z,w) = aut — az?w'!, 
其 中 a0. 因此 ， 
f(z,w) = FEZ (2, w) + forri(z, w) 


= aut — ñz? w™ + forsi(z, W). (2.1.13) 

接着 ， 通 过 一 个 简单 的 计算 ， 可 以 得 到 

wt(w) > s, Ord(w(z, z)) > 2, wt (f20) 之 st 十 2 一 5， 

wt( mer) > st, g= gue, f= fÊ? + forsi(z,w), 
Bh+h>s#Ph>1RMhth>skPL>1, BA 
wt(z0 F202) = 1, + Ie(ts+2—s) > ts +2. 

进一步 ，uwt(za OP? f) > s MRL tll >s—1, 2+2 £0. 

这 样 可 验证 : 


wt (| 人 的 站 > ts+2, 
wt (fl fors1) >ts+2t+1, 
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wt (FEP fasa) > (2+ (t-1) s)+(ts+s—1)>ts+2, 


wt (|f|) > 26+1+ (ts+s—1) >ts+2. 
所 以 有 


|f(z,w)|? = SE? + 2Re( FAS? farsa) + | Pei 


— Q2t+2 
ae Ors+2 


把 (2.1.13) 代入 (2.1.9) 并 利用 上 述 关 系 式 有 
gzt+2(w) =2Re[(Z + 82°") f] + |f(z,w)) 
s T-1 
+ 2Re( DOP- r) + 2Re( >, yer) 
1=2 t=ks+j<No l=0 


J in{ No+1,ns+s 
+ 2Re [(bwo Z QNo )2%e] T aaa atti 


=2Re[(Z + sz°~*) fron + (Z+ 2°") farsi (z. w)] 
+ 2Re [(bws 一 aNo)z'o] + O? fori (z, w) 
+ ©? farsi (z, w) + OR, (2.1.14) 
其 中 No 在 前 面 已 经 定义 ，N, := min{ts+ 2, No + 1,ns + s}. 
注意 到 
sf 2) + 27 + WRe(oz*!f 29) 
= 2Re[2(aw* — az?w'') + sz*~* (aw! — Gz*w'"')| 
= —az7zw'") + zaw’ — sz*laz?w' | + OF t3 
= (1—s)az*t1w*t! + O2t+2, (2.1.15) 
所 以 
gor+2(w) =(1 — 8)5zs+1(zZ + 2°)*! + (Z + sz ! + O?) farsi (z, w) 
+ 2Re [(bn, — an,)2™°] + (2 + 82°71 + O2) forsi(z, w) 
+ ONT. (2.1.16) 
如 果 t=1, AHA (2.1.16) 中 degree A s 十 1 的 项 ， 并 且 注 意 
到 由 给 定 的 条 件 No > s 十 1， 则 
2 day g(@)) (22) =(1 — s)az*t? + Zf (z, 22) 


+ zfi2)(z, 2z) + PSH, (2.1.17) 
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i OS) 在 27 = s 十 1 时 取 值 1， 否 则 取 0. 
因为 s 十 2 > s 十 1，Ps+3 = z4， 其 中 4 是 一 个 多 项 式 . 因此 
容易 得 到 z 整除 (1 一 s)azs+l. 这 样 就 得 到 了 矛盾， 所 以 上 > 1. 即 
现在 有 
ga+2(w) =(1 — 8)az t (zz + 2) 1 (Z+ sz + ©?) forsi(z, w) 
+ 2Re [(bwo 一 ana) | + (2+ 82°"! + O?) forsi(z,w) 
On, t>1. (2.1.18) 
接着 ， 我 们 证 明 如 下 的 引 理 : 


引 理 2.1.2 假设 
2t + j(s —2)+2<m< 2t+(j +1)(s— 2) +1, 
其 中 0<j7j<t-1 且 mm < No. 跟前 面 一 样 记 N, := min{ts + 
2,Not1,ns+s}, MA 
Gm(w) =a(1 — sj t120 tHs+1 (25 4 2°) 一 
+ (Z+ 82°? + OF) fm—1(z, w) 
+ (z+sz°"! + 6?) fm-1(2, w) 
+ 2Re [(bw — an,)2*°] + OR. (2.1.19) 


证 WR m= ns+s, N <m, MAH Ns HEM, (2.1.19) 
自动 成 立 . 因此 在 下 面 的 证 明 中 ， 总 是 假设 m < ns 十 s 一 1. 

上 面 的 讨论 证 明了 当 m = 2t + 2 时 上 述 引 理 成 立 . 下 面 我 们 分 
三 步 来 证 明 引 理 . 

第 一 步 ” 这 个 步骤 在 s = 3 时 不 需要 . 记 mo = 2t+j(s—2)+2, 
这 里 j 是 一 个 整数 且 满 足 0 < 7 <t-1. 假设 mo <No AHE 
定 存在 一 个 整数 m WE m > mo mM+1< 24+ (7 +1)(s—2)4+1 
(这 样 一 个 整数 m 当 s = 3 时 自然 不 存在 )，m 十 1 < No， 并 且 进 
一 步 ，(2.1.19) 对 这 个 m 成 立 . 合并 方程 (2.1.19) 中 degree X m 
的 项 ， 得 到 

(m—1) 


g’™) (zz) = A a CA zZ) + zfùor (2,22) + Pr . (2.1.20) 
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由 引 理 2.1.1 (iti), gS 为 实 值 函数 ， 所 以 Pe (= Pm) 一 定 取 实 
值 , 并 且 g™ (zz) 的 weight 至 少 为 N。 可 以 记 


(22) PRs E ar”. (2.1.21) 
a+B=m 
a+ 8(s—1)>N, Ps 
同时 记 
im) (z, zz) = > baz” (zz)? a bP ba Py. 
a+26=m—1 &+26=m—1 | 
(2.1.22) 
那么 
Do hid ar Y 机 pn 
@+28=m-1 &+28=m-1 
= J, agr”. (2.1.23) 
a+p=m 


a+B(s—1)>Nz 
因 (2.1.20) 中 左右 两 边 均 取 实 值 ， 故 对 任意 的 ouz 40, WH 
B+a(s—1)>N,. 
容易 得 到 ， 如 果 m 是 偶数 ， 那 么 当 Qa = B = 轨 , &=1, B= 
有 一 1 cE 民有 时 ，20b55 = Qo 十 ic .其 他 的 关系 如 下 : 
bass = bap, 如 果 GE+65=aw， a@+28=m-1, B+1=8, 
>l, Ha+(s—1)B>N,, B+(s—lla>N,. 


(2.1.24) 
从 这 些 能 够 看 出 
wt(f I (z, 2z)) > & +8 + (s — DB 
=a+(s—-1)ß—-s+1 
SN, =.3- 1, (2.1.25) 
(m-1) S 7 
we ( 2f ( .2)) >a+68+(s—1)B-s 
=a+(s—1)6—s+1-s 
> N, -25s 十 1， (2.1.26) 
wt (fi) (z, 2z) 一 fm (z,w)) > Ns — s +1, (2.1.27) 
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wt( oD a, 22)) > (s —1)ă + s8 


= (s—1)(a—6+1)4+s(8-1) 
= N=; (2.1.28) 


(m—1) (m—1) 


wt( er (2,w)) +i ~1, (2.1.29) 


把 方程 (2.1.22) 代入 (2.1.19) 并 利用 (2.1.25)~(2.1.29), A 
Gm4i(w) =(1 — s) Haz tD +L (27 4 z) 

十 (z 十 5zs + O?) fim(z, w) 

+ (z+ 82°" + @2) f(z, w) + On. 

+ (szs 1 十 63)j + 2Re ((bno 一 aw)zvo) 

+ (82° + O?) fo. (2.1.30) 


由 (2.1.25) 和 (2.1.28), 742i 


(s2°? + OF) fl À + (82°71 + 8) for? = PR. 
因此 
Gmai(w) =(1 — s)9tVMa2GtDet1 (25 4 2) 171 
+ (z+ sz + 6?) f(z, w) 
+ (z + sz ! + 6?) fin(z,w) 
+ 2Re ((bn, — an,)2™°) + ORT. (2.1.31) 
由 归纳 ， 我 们 证 明了 如 果 引 理 对 上 面 定 义 的 mo 成 立 , 那么 一 定 对 
任意 满足 mo <m < 2t+ (j +1)(s — 2) +1 Al m < No 的 m 也 成 
W. 
第 二 步 ” 在 这 个 步骤 里 ， 假 定 引 理 对 满足 m e [2t + j(s 一 
2) 十 2,2t 十 (j 十 1)(s 一 2) 十 1 和 mm < No 的 m 成立 这 里 7 
是 一 个 特定 的 非 负 且 小 于 或 等 于 t 一 2 的 正 整数 ， 现 在 对 满足 
m E [2t + (j + 1)(s — 2) + 2, 2t + (j + 2)(s — 2) + 1] H. m < No 的 
m 继续 证 明 引 理 . 
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假定 2t+ (7 +1)(s—2)+1< No. 由 假设 ， 可 以 得 到 


Gots (j41)(e—2)41(w) 一 5(1 — s) t zOtDstI(zz + 2°) 7 
+ (Z + 82°"! + O?) foes j41)(s—2) (2, w) 
+ (z 十 52 + OF) farg+ne-2 (2, w) 
+ 2Re ((by, — an, )2%°) 
+ OMHG+D8-241, (2.1.32) 
合并 方程 (2.1.32) 中 degree X 2t + (j +1)(s— 2) +1 的 项 ， 有 


tt Ds 2+ (sz) =a(1 — sjit gutetl(za)t-i-1 


+ ÊZTUtD-2+1 | z fA+I+-2)) (7, zz) 
A nor , 


Fafi OMD a ie, (2.1.33) 

这 里 ， 我 们 用 e a 表示 一 个 特定 的 满足 degree 为 2t + 
(7 二 1)(s 一 2) 二 1 H. weight BAN, 的 齐 次 多 项 式 . 

现在 来 求解 (2.1.33). 记 4 = 2t + (j +1)(s — 2). 注意 到 

{c= PA $ a(l = s)itigb+lstl(27)t-J-1 十 g4t (23), 
取 实 值 且 I= PH. 那么 (2.1.33) 可 以 写成 

I =a(1 = S)itlz(tl)stl(2z)t Il 
+ a(1 — sj tigitbetl25)t-J-1 


+ ZSEE- (e, 23) 


+ zfl2tt OD)(s 2)) (2, zz). (2.1.34) 
记 
f= bp agz' z" 
l+k=A+1 


l+(s—1)k> Ns 
因为 oi = Gaz MARTEK k+ (s — 1)l > Ng. 
接着 ， 可 以 得 到 (2.1.34) 的 一 般 解 : 
fl2tt +1)(s—2)) (zw) = s” 十 A, (2.1.35) 
其 中 
(4) = —a(1 = git} gG41s+2ayt-j-2 J” a 5y hriziwt. 


T+2k=A 
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这 里 hs 由 下 面 的 方程 所 决定 : 
> hp gett hgh + Sigg ist = S apaa. (2.1.36) 
Lk 
因此 ， 可 以 看 到 ， 如 果 加 x AO, MABATH1, 2k = A (MRA 
AWM), BAlT+R=l, k+1=k, 这 里 1,k 满足 前 面 叙 述 的 性 
质 . 基于 这 样 的 分 析 及 前 面 的 讨论 ， 可 以 得 到 下 述 方程 : 
wt( {V2 w) 一 3 (z, zz)) > N,-—s+1, 
we (fi (z,w) — f(z, 22) > N -1 
(8257! + O2) f$” (z, 22) + (828-1 + 02) fI” (z, 22) = oy, 
(52°? + 03) fy" (z,w) + (82° + 03) f(z, w) = ONY, 


wt (f(z, zz)) > st—s+2, 
wt (F{ (2, w) — A, 22)) > Ne. 


例如 ， 我 们 有 


(2.1.37) 


wt (fi (z, 2z)) >l+sk>1—k+1+s(k-1)>N,-s+1. 
因此 ， 由 (2.1.32)~(2.1.37)， 可 以 得 到 
gaso(w) 十 gt (w) 
= 2Re ((bn, — an, )2%°) + (Z + sz ! + O2) fagi(z,w) 
+ (z+ sz! + O?) fa (2, w) + ORT? + PAT 
4+ a(1 — stat (yz 4 zj! 
+ (B+ a2? * + 62) ts) 
+ (z+ 82°) + ©2) fie (z, w). (2.1.38) 
注意 到 
ght) (22) G1 = 8) tO Dt (egy + af (z, z2) 
+ zf (z, z2) + PAn, 
ghar Hw) — aaz ORF, 
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我 们 有 
ga+2(w) =(Z + sz + 08) fasi(z,w) + 2Re ((bn, 一 ie 
+ (z+ sz! + O?) fa (z, w) + ONS? + (2.1.39) 
其 中 $ 


J =(Z + sz! + ©?) fA) (z, w) + (z + 82°! + ©?) fE (z, w) 


+ G(1— sj ttzO+tDs+L 25 4 gejt- 


一 5(1 一 siti gGtlstl(2z)t-J-1 


— (Zf (z, 22) + z face (2, z2)). (2.1.40) 
这 里 注意 到 
za (z, w) + 2 fi (z, w) 一 (zf (z, 22) + zf (z, 2Z)) 
+4(1 一 s)it1 20+ stl (z773 4 z8)t-J-1 
—a(1 一 g)I+1 zG+1)st1(zz)t-J-1 
= —A(1 — s)itlzG+Dstl y7( z7 4 zs)t-J-2 十 ey 
+4(1 一 s)itlz(G+tl)st1(zz)t-i-1 + ONt? 
+a(1 — s)itlzG+l)st1(zz 4 28)t-J-1 
—a(1 一 gti zG+))st1(2z)t-J-1 
=a(1— s)it1z0+2)s+1 (zz + z8)t-9-2 十 ont 
因此 现在 结合 (2.1.35) AY 的 表达 式 ， 我 们 得 到 
J (se + O2) ft" (z, w) + (87° + OF) F(Z, w) 
+a(1 ea g)i+1 2gG+2)e+1 (23 十 z sy? —j—2 4s 2 
=A(1 — s)}t? 20t s+ yti- + OFt?. (2.1.41) 
这 就 在 m = 2t + (j + 2)s+2 时 证 明了 引 理 . 现在 ， 联 系 在 前 一 步 
里 得 到 的 结论 ， 可 以 得 到 前 面 在 这 一 步 中 的 断言 . 

第 三 步 ” 现 在 利用 前 面 两 个 步骤 中 得 到 的 结论 ， 用 归纳 法 来 完 
成 引 理 的 证 明 . 事实 上 ， 因 为 已 经 知道 引 理 对 m = 2 十 2 成立， 可 
以 得 到 ， 由 第 一 步 ， 引 理 对 所 有 满足 mm < No 和 me [2t + 2, 2t + 
(s 一 2) 十 1] 的 m 都 成 立 . 现在 利用 第 二 步 接着 再 利用 第 一 步 ， 可 以 
得 到 ， 如 果 m< No A me [2t+j(s—2)+2,2t+(7+1)(s—2)4+1], 
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其 中 了 = 1， 那 么 引 理 对 这 样 的 m 得 证 . 最 后 ， 对 7 进行 归纳 讨 
论 ， 可 以 得 到 引 理 2.1.2 的 证 明 . m 
接 下 来 完成 当 Ord(f) = 2t 时 定理 2.1.1 的 证 明 . 首先 ， 如 果 
m=ts+1< No， 那么 由 引 理 2.1.2， 有 
Gts+1(w) =G(1 — 8)*2 +! + OT) + (Z + sz ! + OF) fes(z, w) 
+ (z+ sz! 4+ O2) fis(z, w). 
合并 上 述 方程 中 degree X ts +1 的 项 ， 得 到 


Iso (22) =G(1 — 8)*2" t? + Pista + Zfnor (2, 22) 


十 zfs) (z, zZ). (2.1.42) 

因为 好 十 2 > 好 十 1， 可 以 记 Pit) = zA(z,z)， 其 中 4 为 一 
个 多 项 式 . 因此 ， 上 面 的 方程 可 解 当 且 仅 当 a = 0, 这 与 前 面 假设 
a #0 相 矛 盾 . 

接着 ， 假 设 2t 十 1 < No <ts+1. 由 定理 中 的 正规 化 假设 ， 
注意 到 No Ats+1. 因此 , 一定 有 2+1 < No <ts+l. 假设 
No ns 十 s 一 1， 并 假设 整数 j 满足 

2t + j(s — 2) +2 < kos + jo <2t+(i+1)(s—2)+1. 

那么 由 引 理 2.1.2 并 合并 方程 (2.1.19) 中 degree X No 的 项 ， 我 们 
得 到 
go) (zz) =2Re|(by, 一 aNo)zvo] 十 6(1 一 S)7+10 ZT)stl (sa) I! 


+ Zf(No)(z, zz) 十 z fino) (z,2Z)+ Or ass 


这 里 656 在 No < 2t+(f +1)(s-—2)+1NAH0, 在 No =2t+ (f+ 
1)(s 一 2) 十 1 时 为 1. 用 同上 面 一 样 的 讨论 ， 同 样 可 以 得 到 矛盾 . 

因此 ， 要 想 不 得 到 矛盾 ， 必 须 有 bw = an 对 任意 的 N < 
ns 十 5 二 1， 即 No=ns+s. HEIE ts+1>ns+s Ht>n+1. 
这 样 最 终 完 成 了 定理 2.1.1 中 第 一 部 分 的 证 明 . 

定理 2.1.1 证 阴 的 第 二 部 分 在 这 一 部 分 里 ， 我 们 将 用 第 一 
部 分 中 类 似 的 方法 ， 来 证 明 当 Ord(f) 为 一 个 有 限 的 奇数 时 ， 定 理 
2.1.1 仍然 成 立 . BE Ord(f) = 2t+1, g(w) 和 No 如 同 第 一 步 中 那 
样 定义 且 有 (2.1.10) 此 时 仍然 成 立 . 这 样 定理 在 2+1 > No 时 同 
第 一 部 分 可 得 . 
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如 果 2t 十 1< No MA4a AON, 

21 > No+1= min{2t+ 2,sn + s} = 2t+2, 
所 以 此 时 有 71 > 上 + 1， 在 这 种 情况 下 , 假设 No = 2 十 2 H 
No < ns +s. 合并 (2.1.9) 中 degree 为 2t 十 2 的 项 , .得 到 

一 2 ole (22) + flert (2,22) + zfaor (2,22) 
+ 2Re ((bw 一 awo)zvo) = 0, (2.1.43) 
这 里 624+2 在 27 = 24 十 2 时 取 1， 否 则 取 值 0. 由 此 得 到 ay, = bw, 
所 以 此 时 有 No = ns 十 s， 定 理 2.1.1 在 此 种 情况 成 立 则 只 需 考 虑 
如 下 情况 : 
No > 2t+3, g(w) = O(|w|'), LL1>t+1. 
合并 (2.1.9) 中 degree 为 2t 十 2 的 项 ， 有 
JED (az) = zf Dla, 23) 4 2f EO (z, 23), (2.1.44) 
它 的 解 为 
ez) = baw", gr” (w) = (b+ b)w'!, b#0. 
即 此 时 
f(s) = bzw + faryalesw) | 
g(z,w) = (b+ b)w'** + gor43(z,w). 
类 似 于 Ns 的 定义 ， 记 N! := min{ts+s+1,No+1,ns+4 s}. 
把 (2.1.45) 代入 (2.1.9) Hid A = (s 一 1)b 一 b， 我 们 得 到 与 (2.1.16) 
类 似 的 公式 : 
g2t+3(wW) =Az*(zz + 2°)! + (Z + sz ! + O?) forr2(z, w) 
+ (z+sz7° 34 O2) foryo(z, w) 
+ 2Re ((bn, — an, )2™°) + ORT- (2.1.46) 
现在 我 们 有 引 理 2.1.2 的 如 下 对 偶 形 式 : 


引 理 2.1.3 假设 
2+ j(s—2)+3<m< 2t+(j+1)(s — 2) 42, 
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其 中 0<7<t 且 m< N. 那么 有 
Gm(w) =A(1 一 s)7z0+1s(z 到 十 22) 二 7 
+ (Z+ sz°™! + O?) fm-1(2, w) 
+ (z + 82°"! + O?) fm-1(2, wW) 
+ 2Re ((bw — ano) ™?) + OR,. (2.1.47) 


如 果 m=ts+s< No MAZE (2.1.47) 中 令 j=t, 得 到 
Gts+s(w) =A(1 — 5)'2" t + Oits 
+ (Z+ 82°! + O2) fts+s-1(2, wW) 
+ (z+ 82°) + 62) fts+s-1(2,W) 
teete (2.1.48) 
合并 (2.1.48) 中 degree 为 ts +s 的 项 ， 可 以 得 到 
gher (zz) sA — 8)*2** ts + ZA (z, 22) 


+ 2fiiste-Y (z, 22). (2.1.49) 
跟前 面 讨论 一 样 ， 上 述 方 程 有 解 当 且 仅 当 4 = 0， 从 而 b= 0， 这 
就 得 到 了 矛盾 . 
接着 假设 2t 十 3 < No < ts 十 s. 那么 由 定理 中 的 正规 化 条 件 ， 
No #ts+s, Bl 2t+3< No <ts+s. WRN <ns+s—1 A 
Bl j 满足 
2t + j(s —2) +3 < kos + jo < 2t + (j + 1)(s — 2) + 2, 
那么 由 引 理 2.1.3, AFF (2.1.47) 中 degree 为 No 的 项 
gwo)(zz) =2Re{ (bn, — an,)2%°} + 6A(1 — s) 294 8(2z)'-5 
+ Zf\No-) (2, zz) +2 (No) (2, zz) + OF ys 
这 里 5 在 No < 2 二 (+1l(s 一 2) 十 2 时 为 0, Æ No = 2t+ (j + 
1)(s — 2) +2 时 为 1， 跟 前面 一 样 ， 这 就 得 到 了 了 矛盾 . 所 以 一 定 有 
对 所 有 的 W<mns+s 一 1， 都 有 bw=aw， 即 No=nst+s. 所 以 
ts+s>ns Es 进一步 2t 十 1 > 2n 十 1. 这 样 我 们 就 完成 了 定理 
2.1.1 的 证 明 . © 
由 定理 2.1.1 的 证 明和 引 理 2.1.1 (ii), (iii), 实际 上 可 以 得 到 如 下 
稍 强 的 结论 . 
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定理 2.1.2 假设 保 原 点 的 形式 等 价 映射 
(2',w') = (F(z, w), w'(z, w)) 
把 由 如 下 定义 的 形式 Bishop 曲面 M: 


w= 28+ BRe( 2 + angat + o(|z|*) 
了 一 2,…… 8-1; ks+j<N 

映射 到 由 下 述 方程 定义 的 形式 Bishop 曲面 : 

w = zz’ + 2Re (2 十 > pa ) 十 o(|z'|%), 
j=2,… ,s 一 1; ks+j <N 

其 中 N > $, Qks+j» Dks+j 是 复数 ， 那么 存在 满足 eV 一 1s8 = 1 的 常 

数 0 使 得 OF = (ez + f(z,w),w+g(z,w)), #H4 Ord(f) = 2t 

时 有 st +1>N, 4% Ord(f)=2t+1 HA st+s>N. 同时 还 有 


g(z,w) = g(w) + g" (z, w), 
HZA wWtnor(g*(z,w)) > N 和 
Wtnor(g(w)) > wtnor(f (z, w)) + 1. 
进一步 ， 对 所 有 ks 十 j < N 有 aks+j = IV bks. 


2.2 具有 消失 Bishop 不 变量 的 Bishop 
曲面 的 完全 形式 不 变量 


在 这 一 节 里 ， 我 们 将 运用 保 原点 的 形式 变换 ， 得 到 由 方程 
(2.1.2) 定义 的 形式 曲面 的 一 个 形式 正规 型 . 这 样 就 给 出 了 A= 
0, s < œ 的 形式 Bishop 曲面 芽 (M,0) 的 完全 不 变量 . 特别 地 ， 可 
以 用 它 来 给 出 Moser 在 1985 年 ([p. 399, Mos85]) 提出 的 一 个 开 问 
题 的 否定 答案 . 利用 我 们 的 完全 形式 不 变量 ， 还 得 到 几乎 所 有 的 
Bishop 不 变量 为 0 的 Bishop 曲面 不 能 双全 纯 等 价 于 一 个 代数 流 
形 . 其 证 明 如 同 Forstneric 在 [For04] 中 对 于 CR 情形 的 讨论 ， 主 
要 用 到 了 Baire 范畴 定理 . 注意 到 ， 这 个 现象 与 非 例 外 椭圆 情形 的 
Bishop 曲面 有 相当 大 的 不 同 . 前 面 已 经 提 到 ，Moser-Webster 在 他 
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们 著名 的 工作 [MW85] 中 ， 证 明了 任意 具有 消失 Bishop 不 变量 的 
Bishop 曲面 都 双全 纯 等 价 于 一 个 代数 正规 型 . 
设 M 是 C? 中 由 如 下 方程 定义 的 形式 Bishop 曲面 


N 
w = H(z,2) = 22+ 2Re( > oo + En+i(z, Z), (2.2.1) 
j=$ 
其 中 s > 3 是 一 个 正 整 数 ， 且 Eny 是 (z,z) HBURRAM, WE 
Ord(En41) >N+1. 进一步 , ag=1 BX m>s, m<QN, 
am =0, 如果 m=0,1 mod s. 
首先 我 们 有 如 下 的 正规 性 定理 : 


定理 2.2.1 沿用 上 面 的 记号 . 存在 一 个 多 项 式 映射 
z=z+f(z,w), f(z,w) =O(|w| + |z|*), 
{ w'=wtg(z,w), g(z,w) = O(\w)? + |z|? + |zwl) 
把 由 (2.2.1) 定义 的 形式 Bishop HH M RZ) Hse FHF LNA 
一 个 Bishop 曲面 : 


w = H* (2,2) 


(2.2.2) 


N+1 
一 zz 十 2Re( $. biz” ) + BS lt z), (2.2.3) 


这 里 Ep, = O(|2|"**), aj =b; AT s<j <N, AA 
bny1=0, #R N+1=0,1 mod s. 

进一步 ， 当 N+1#0,1 mod s 时 , wtnor(f) > N E wtnor(g) > 

N+1; 4% N=ts 时，wtnor(f) > 2t, wtnor(9) > 2t+1; BS 


N=ts—1 4, wtpor(f) > 2t—1, wtnor(g) > 2t. 


在 证 明定 理 之 前 ， 回 顾 一 下 Moser 的 一 个 结果 ， 这 个 结果 在 

我 们 的 证 明 中 将 会 被 用 到 . 对 任意 的 m > 4 和 全 纯 多 项 式 
有 GP w), Wz, 
我 们 定义 如 下 的 一 个 算 子 : 
CR Cz, w), ge (es), O° (2) 
:= g6™ (z, zz) 一 2Re(zf(m—\(z, Zz) 十 go) (z)). 
称 这 个 算 子 为 Moser BF. 下 面 的 引 理 本 质 上 是 [Mos85] 命题 2.1 
的 内 容 : 
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引 理 2.2.1 假设 G(z,z) 是 一 个 次 数 为 m 的 齐 次 多 项 式 . 如 
Rf) 满足 正规 型 条 件 : fl = 22 ft, 2 ft 是 一 个 全 纯 多 
AX, MBA 

y iy w), g&o (z, w), p™ (z)) = G(2,2) 
有 唯一 解 A(z w), gew) p}. 进一步 ， 如 果 G 没有 调 
和 项 ， 那 么 
L (FS? (z, w), gf (2, Ww),0) = Glz, 人 
在 上 面 的 正规 型 条 件 下 ， 有 唯一 解 [FSP (z, w), gor (z,w)}. 


下 面 我 们 用 与 上 节 中 类 似 的 归纳 法 来 证 明定 理 2.2.1. 
定理 2.2.1 的 证 明 分 三 步 来 证 明 : 
第 一 步 ”首先 证 明 存在 如 下 的 多 项 式 映射 : 
z=2z+ FAO(z,w), w =wtgNXt(z,w), 
EE M 映射 到 由 如 下 方程 定义 的 曲面 : 
w= 22+2Re( >> na) + Etaaah (2.2.4) 
is 
其 中 b; =a; 对 于 s <i < N. 把 上 面 的 映射 代入 (2.2.4) 并 且 合 并 
degree 为 W 二 LI 的 项 ， 可 以 看 到 映射 的 存在 性 等 价 于 下 述 方程 解 
的 存在 性 : 
£( f(z, w), (NY (z, w), buyt!) = -ERA (2,2). 
(2.2.5) 
由 引 理 2.2.1, 我 们 知道 (2.2.5) 确实 可 解 且 在 引 理 2.2.1 的 正规 性 条 
件 下 唯一 可 解 . 
在 接 下 来 的 定理 证 明 中 ， 我 们 总 是 假设 
Ena; = 2Re(by412%*") + o(|z|**). 
第 二 步 ” 在 这 一 步 里 , 假设 N+1=1 mod s, 并 记 N= 
现在 证 明 存 在 如 下 形式 的 一 TA NRA: 
z 二 Zz 十 > f(z, w), 


l=0 


N+1—2t—2 (2.2.6) 


we=wt J, ra, 
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使 得 在 这 个 变换 下 ，M 被 映 到 由 形 如 方程 (2.2.3) 在 bw+l = 0 时 
， 定 义 的 形式 曲面 M. 如 果 对 所 有 fO 且 2t<7J<N+l 加 上 引 理 
2.2.1 中 的 正规 型 条 件 ， 那 么 上 述 映 射 有 唯一 解 . 

如 同 在 第 一 步 ， 这 就 要 求 我 们 研究 一 系列 在 正规 意义 下 加 权 的 
齐 次 函数 方程 ， 这 里 权 从 2t 到 N +1. 把 方程 (2.2.6) 代入 (2.2.3) 
且 合并 degree 为 2t 十 1 的 项 ， 我 们 得 到 方程 (2.1.12) 有 如 下 解 


SD (zw) = aut — a2?w', 


这 里 a 将 在 后 面 唯一 决定 . 
现在 ， 假 设 已 经 对 2+1 = 2t,…,m 一 1 < st 一 2， 解 出 了 
(2H) gt14D 把 (2.2.6) 代入 (2.2.3)， 然 后 合并 degree H m+1 
的 项 ， 如 同 引 理 2.1.2 的 证 明 ， 我 们 得 到 一 个 类 似 于 (2.1.20) 的 方 
程 : 
gt) (22) = Zf (2, 22) + z fE (z, zz) + Pet. (2.2.7) 
注意 到 PRH (e PRH) 是 一 个 实 值 多 项 式 且 由 已 知 条 件 唯一 决定 . 
这 个 方程 用 Moser 算 子 可 以 写成 如 下 形式 : 
L (FD(z, 22), gh 22),0) = Bet (2.2.8) 
因为 Pet) 取 实 值 且 被 z 整除 ， 它 不 含有 任何 调和 项 ， 由 引 理 
2.2.1， 它 可 解 且 在 引 理 2.2.1 的 正规 型 条 件 下 唯一 可 解 . 由 归纳 
法 ， 可 以 对 m < ts 一 1， 唯 一 地 求解 ASCP, ght). 把 (2.2.6) 代入 
(2.2.3)， 然 后 合并 degree 为 m = ts +1 的 项 ， 我 们 得 到 一 个 类 似 
于 (2.1.42) 的 方程 并 把 它 重 写成 如 下 形式 : 
L(g (zz), fe)(z, 22), 0) 
= 9Re jaa a aight] ct pret = a(1 = gett 
— 2Re(bi.412"**"). (2.2.9) 
如 同 定理 2.1.1 的 证 明 ， 实 值 齐 次 多 项 式 Pett — a(l- sjtzts+1 
有 有 z 因子 ， 从 而 不 含有 调和 项 . 因此 ， 如 果 选 取 a = Bsn1/(1 一 5)!， 
那么 (2.2.9) 在 引 理 2.2.1 的 正规 型 条 件 下 有 唯一 解 . 这 就 完成 了 在 
这 一 步 证 明 中 的 断言 . 
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第 三 步 在 这 一 步 中 , RR N+1=O0mods, 并 记 N = 
(t 十 1)s 一 1. 我 们 将 证 明 存 在 唯一 如 下 形式 的 多 项 式 映射 : 
N—1—2t 
z 一 过 十 f2*4) (2, w), 
l= ~- 
po 
w=wt+ J, Ma Hu), 
T=0 


(2.2.10) 


使 得 在 这 个 变换 下 ，M 被 映 到 由 方程 (2.2.3) 在 buyi = 0 时 定义 
的 形式 曲面 M. ZE, ASCP 对 所 有 的 m A 2t 十 1 满足 引 理 2.2.1 中 
的 正规 型 条 件 . 

这 一 步 中 的 讨论 与 第 二 步 中 的 研究 方法 类 似 . 把 (2.2.10) 代入 
(2.2.3) HÆJ degree 为 2+2 的 项 ， 可 得 方程 (2.1.44)， 它 有 如 下 
形式 的 解 : 

FSM (z,w) = bzw, gR? (w) = (b+ bjw, 
其 中 心 将 在 后 面 唯一 决定 . 同 第 二 步 中 一 样 地 讨论 ， 对 所 有 2t 十 ! = 
2t 十 2,… ,< st 十 s 一 1， 可 以 归纳 地 找到 一 个 满足 正规 型 条 件 的 唯 
一 解 FLO Gh) 合并 degree 为 ts 十 s 的 项 ， 可 以 得 到 如 下 的 
方程 : 
2Re(by412 +?) + g(ts+s) (zz) 
= ((s—1)b—b)(1—s)*z*t* + Piste. 

+ zftsts-)(z, 22) + zfltsts-)(z, 22). (2.2.11) 

同 第 二 步 类 似 地 讨论 ， 当 faces”) 满足 引 理 2.2.1 中 的 正规 化 
条 件 时 ， 方 程 (2.2.11) 唯一 可 解 当 且 仅 当 (s — 1)b— b = byny . 

现在 ， 定 理 2.2.1 中 的 映射 在 N+1 40.1 mod s 时 可 以 用 第 一 
步 中 的 方法 选取 ， 然 后 分 别 复 合 第 二 步 或 第 三 步 中 的 映射 ， 就 可 以 
得 到 定理 2.2.1 的 证 明 . 进一步 ， 用 上 述 固定 程序 以 及 上 述 步 又 中 
的 正规 化 条 件 ， 存 在 一 个 整体 的 多 项 式 { Pri (aos) hcas (RK 
RF s 和 N)， 使 得 定理 2.2.1 中 的 映射 (z', w) = (z,w) + (f,9) = 
(z,w) + Dl briz*2w! 满足 


ber = Plaag) 1<atB<sk+t+l, (2.2.12) 
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这 里 H = Eag tapt z. 

至 于 定理 2.2.1 中 次 数 的 估计 ， 可 以 从 存在 性 证 明 的 过 程 中 得 
到 . m 

现在 我 们 选取 定理 2.2.1 中 的 映射 

z =z+f, w=w+g, 
使 得 它 的 系数 由 (2.2.12) 决定 . 假设 z = 2' 4+ f*(2',w’) 和 w= 
w't+g*(z',w') 是 它 的 反 变 换 . 注意 到 (f*,9*) 在 它们 直到 一 个 特定 
的 degree (比如 说 m) 的 Taylor 展开 系数 都 是 (f,g) 中 至 多 到 m 
次 系数 的 全 局 多 项 式 图 数 . 因此 对 于 M* 的 定义 函数 ， 即 M 的 像 ， 
我 们 有 如 下 形式 : 
w'+g*(2',w’) = H(z + f*(z',w’), z! + fr(z',w’)). 

Al) FW Beet eR RE FESR OR AE w 并 且 由 图 像 函数 的 唯一 性 ， 可 以 得 
到 H* 直到 degree m 的 Taylor 展开 系数 一 定 是 H 的 Taylor 展开 
系数 中 degree 不 超过 m 的 Taylor 展开 系数 的 多 项 式 函 数 . 归纳 地 
重复 这 样 一 个 从 M 到 M* 的 正规 化 过 程 ， 能 够 得 到 如 下 定理 ( 唯 
一 性 由 定理 2.1.1 可 得 ): 


定理 2.2.2 假设 M 是 一 个 由 下 述 方程 定义 的 形式 Bishop 曲 
面 : 
w= H(2,2) = 22 +2" +7" + B(z,2), (2.2.13) 
其 中 8 之 3 是 一 个 整数 ， 且 B(z,2) = Voraseen aa8za2z8. 那么 存 
在 唯一 一 个 下 面 形式 的 变换 : 
zZ=ztf(z,w), f(z,w) = O(\w| + |z)), 
| w'=wt+g(z,w), g(z,w) = O(|w|? + |z|? + |zwl) 
(2.2.14) 
把 M 映射 到 由 如 下 方程 定义 的 形式 Bishop 曲面 : 
w = Htl, 2") 


co 


= g'z pz 42h + 2Re( >, Apn ) | 


j=2,.… ,s—1; k>1 


(2.2.15) 
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正规 型 (2.2.15)， 在 除去 变换 2" = ez, w” =w Be? = 1 FH, 
唯一 决定 M 的 一 个 等 价 类 . 进一步 ， 存 在 一 个 只 依赖 于 s 的 全 局 
SAABA {Aks+j(Zap)}s+1<a+8<ks+j; j=2,…,s-1; k>1， 使 得 


Mesti = Aks+j(Qap)s+1<a+8<ks+j; j=2,s-1; k>1.. (2.2.16) 


定理 1.2.1 和 推论 1.2.1 的 证 明 定理 1.2.1 由 定理 2.2.2 和 
引 理 2.1.1 (ii) 得 到 . 推论 1.2.1 (a),(b),(d) 也 由 定理 2.2.2 易 得 . 下 
面 证 明 推论 1.2.1 (c). 首先 假设 9 是 Z: 的 一 个 真子 群 . 定义 

Je :={j: 2<j <s—1, i =1, WHE (e?%z,w) € g}. 
假设 Me 由 

w= 2F +2" +z + 2Re( 》 asz") 

JEJG 
所 定义 ， 其 中 as; £0. 我 们 将 证 明 auto(Me) = 9. 为 此 ， 记 9 
是 所 有 的 E 满足 变换 (z,w) 一 (€z,w) 属于 G. 由 推论 1.2.1 (a), 
只 需 证 明 如 果 对 任意 的 Je Jo, MAES H=LAEV=1, MA 
E c g*. W k=]|G* 那么 s= km， 其 中 m(eN)> 1. 对 任意 的 
Ele G*) 41, AWE 的 次 数 一 定 整除 k， 我 们 得 到 CF = 1. Alt, Gr 
为 z* = 1 的 一 个 完备 解 . 现在 ,我们 得 到 Jo = {k, ,(m—1)k}. 
因此 有 &* = 1. 这 样 就 有 上 e 9*. 这 样 就 完成 了 推论 1.2.1 (c) 的 
证 明 . m 


注 2.2.1 在 正规 型 (2.2.15) 中 ， 当 了 = 0,1, 大 = 1,2,… 时 ， 
Aks+i = 0 这 一 条 件 在 一 定 程度 上 类 似 于 强 拟 西 超 曲面 中 的 Cartan- 
Chern-Moser 链条 件 (参见 [CM74]) ( 即 比较 正规 型 (2.2.15) 和 
(1.1.3)). 在 超 曲面 情形 ， 链 条 件 可 以 用 有 限 个 微分 方程 组 成 的 方程 
组 来 表示 . 现在 还 不 知道 我 们 的 正规 型 能 否 被 有 限 个 微分 方程 组 成 
的 方程 组 来 表示 . 

下 述 的 推论 为 定理 1.2.1 的 一 个 特殊 情形 : 

推论 2.2.1 假设 M 是 一 个 由 下 述 方程 定义 的 实 解析 Bishop 
曲面 : 


w = H(z,Z) = zZ + 2Re(z" + > aug), 
k>1, j=2,.……,s—1 
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其 中 有 无 穷 多 个 aks+ji #0. 那么 对 任意 的 N >s, M 不 能 双全 纯 
等 价 于 由 如 下 方程 定义 的 曲面 My: 

ks+j<N 
w = Hini) (2, Z) = zZ + 2Re(2* + 》， qr]. 


k>1, j=2,.… ,s—1 
这 里 Ayr) X H #0 4 Taylor 展开 的 Nt 截断 函数 . 事实 上 ， 
当 N' > NM H, Moup 双全 纯 等 价 于 Moy 当 且 仅 当 对 任意 的 
N<ks+j<N' 都 有 aks+i = 0. 


注 2.2.2 推论 2.2.1 给 出 了 J.Moser 在 他 的 文章 [p. 399, Mos85] 
中 提出 的 第 二 个 问题 的 一 个 否定 答案 . 


2.3 具有 消失 Bishop 不 变量 的 
Bishop 曲面 的 代数 等 价 性 


作为 定理 2.2.2 的 一 个 (不 那么 显然 的 ) 应 用 ， 下 面 证 明 几 乎 所 
有 的 Bishop 不 变量 为 0、Moser 不 变量 s < oo 的 Bishop 曲面 不 
能 双全 纯 等 价 于 C 中 的 一 个 代数 曲面 . 其 证 明 ， 如 同 Forstneric 
在 [F004] 对 于 CR 情形 的 讨论 ， 主 要 用 到 了 Baire 范畴 定理 . 注 
意 到 ， 这 个 现象 与 非 例 外 椭圆 情形 的 Bishop 曲面 有 相当 大 的 不 同 . 
前 面 已 经 提 到 ，Moser-Webster 在 他 们 著名 的 工作 [MW83] 中 ， 证 
明了 任意 具有 非 消 失 Bishop 不 变量 的 椭圆 Bishop 曲面 都 双全 纯 
等 价 于 一 个 代数 正规 型 . 

定义 Ms 为 所 有 由 方程 (2.2.13) 定义 的 形式 Bishop 曲面 ， 即 
有 如 下 的 形式 : 

w = H(z,z) = zZ + 2Re(z*) + > aapz" zB. (2.3.1) 
i atB>s+1 

i F := {a = (a1,… ,an,…): a; €C}， 并 在 其 上 定义 一 般 
的 距离 函数 : 

, _< la; — b;| 
dist(a,b) = 2 DU + b 
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我 们 知道 F 是 一 个 Fréchet 空间 ， 并 且 由 前 面 的 定理 知道 M, 和 
矿 间 存在 一 个 一 对 一 的 映射 , 它 把 每 一 个 M E Ms 都 映射 到 如 下 的 
一 个 元 素 : M = (dag) E 大 ， 这 个 元 素 中 的 数列 用 lexicographical 
次 序 来 标记 . 因此 ， 我 们 在 下 文中 把 人 4。 看 成 是 一 个 Frechet 空间 . 
定义 算 子 I 是 把 所 有 M € Ms 映射 到 (Xks4j)jzou; kz1 的 映射 ， 
这 里 (Asp) 已 经 在 定理 2.2.2 中 定义 . 由 (2.2.16)， 我 们 易 得 了 是 
一 个 从 Ms 到 F 的 连续 映射 . 

C? 中 的 芽 (M, p) 被 称 为 代数 曲面 ， 如 果 M Ep 点 附近 有 一 
个 多 项 式 的 实 值 定义 函数 . WR pe M 是 一 个 椭圆 复 切 点 ， 且 在 这 
点 的 Bishop 不 变量 为 0 以 及 Moser 不 变量 s < oo， 那么 存在 一 个 
双全 纯 的 坐标 变换 (参见 [Hu04]), 424 p=0 A M 在 0 点 附近 由 
如 下 形式 的 方程 定义 : 

w = zZ + B(z,Z,w,W), 
B(z,Z,w,W) = 5 Capyr 2 ZWT, (2.3.2) 
3<a+8+42y+27 

这 里 ， 是 其 变量 的 多 项 式 函 数 . A bee Ae eA fe PE 2.2.1 中 第 
一 步 的 证 明 ， 可 得 存在 一 个 固定 的 程序 把 (2.3.2) 变换 成 一 个 由 方 
FE (2.3.1) 定义 的 曲面 ， 且 (2.3.1) 中 的 系数 aag 都 是 Copy 的 多 项 
RAG H(z, Zz) 变 成 一 个 Nash 代数 方程 .对 于 Nash 代数 方程 ， 
有 如 下 的 定义 . 

我 们 称 一 个 定义 在 0 点 附近 的 实 解 析 函 数 h(z,z) 是 一 个 
Nash 代数 方程 ， 如 果 h = 0 或 存在 一 个 关于 X 不 可 约 的 多 项 式 
已 (z, 鳌 X)， 它 的 系数 是 (z,z) 的 多 项 式 函 数 ， 使 得 

P(z,Z;h(z,Z)) =0. 
当然 我 们 总 是 假设 (z,€,X) 在 P(z,€,X) 的 系数 项 中 ，X 的 最 高 
次 项 的 最 大 值 为 1. h 的 degree 定义 为 P 关于 (z,z,X) 的 完全 
degree. 

定理 1.2.2 的 证 明 对 于 d, n, m > 1， 我 们 定义 Ag (n, m) c 
A 人 4。 是 由 (2.3.1) 定义 的 Bishop 曲面 的 子 集 ， 满 足 H(z,z) 是 一 个 
Nash 代数 方程 ，(2.3.2) 中 的 B 通过 前 面 的 程序 正规 化 得 到 ， 且 B 
的 degree 有 上 界 d, 同时 还 满足 下 面 的 性 质 : 
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Cond(1) H(z,€) Æ |z|? + |E|? < 1/m 上 全 纯 ; 
Cond(2) —max(\.\2+\¢|2)<1/m? |H(z,§)| < n E lcagyr| < n. 


定义 AG = UZm-1 AG (n,m) 以 及 Ap = U3 AS. 由 定理 2.2.2 
可 以 得 到 由 (2.2.13) 定义 的 M 形式 等 价 于 一 个 代数 曲面 当 且 仅 当 
JI(M) € J(Ap). (因此 ， 由 (2.2.13) 定义 的 M 不 能 双全 纯 等 价 于 
一 个 代数 曲面 当 且 仅 当 .7(AM) 4 了 7 了 (ABs).) 

现在 对 任意 序列 {Mj;} C .48(nm)， 其 中 

M; : w = H;(z,Z) = 22 + 2° + Z° + o(|z|°), 
通过 正规 徐 的 讨论 ， 且 (BARE) 可 考虑 其 一 个 子 序 列 ， 可 以 假 
WHE {|z|? + |E|? <1/m?} 的 任意 一 个 紧 子 集 上 都 有 

H(z, 6) 一 Ho(z, Z). 


我 们 容易 得 到 由 w = Ho 定义 的 Mo 也 在 AZ(n,m) 里 . 进一步 ， 
对 任意 的 (a, B), A 
D D2 H;(0) > D&D? Ho(O0). 
HH (2.2.16), 7(M;) > J(Mo) 在 大 的 拓扑 意义 下 . At, DE 
J(Ap) 是 大 的 一 个 第 一 范畴 集 (the first category). 
接着 ， 对 于 R>0, 定义 
SR := {A = (etb)eznraceci:Ila= So aor < oo}. 
ks+j 
通过 直接 的 验证 可 得 ，SR 在 上 面 定义 的 :la- 范 数 下 是 一 个 
Banach 空间 (FXE, 5 R= 1 时 ， 它 就 退化 成 标准 的 由 -空间 ). 
现在 我 们 断言 KL 没有 内 点 ， 这 里 Kg 定义 为 在 上 述 Banach 范 数 
F, J (A$(n,m)) nSa 在 Sp PHAR. 我 们 用 反 证 法 来 证 明 这 一 
断言 . 
假设 存在 ao = (X04)kz1; j-2.…s-1 在 SR 中 的 一 个 e-ball 
B 包含 在 KE E WAMA BC 了 (A$(n,m)) Nn Sr FKE, 
对 任意 的 ae B, BRE J(M;) > Q, 其 中 M; E Ab (n,m). 通 
过 与 上 段 中 同样 的 讨论 ， 不 失 一 般 性 ， 可 以 假定 在 三 范 数 下 有 
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四 > Mo € Ab (n,m). 现在 由 (2.2.16)， 可 以 看 出 J(Mo) =a. 选 
取 a = {Xxs+;} 使 得 
|Aks 一 As4j| (2R)**? < e 对 所 有 的 ks 十 j 成 立 . 
对 任意 N > 1， 存 在 一 个 = 224 2° +z + Dy pcayp QaB2*26 
在 0 点 附近 是 Nash 代数 的 且 满 足 
Mori = hkstji(aae)， N>ket+j>st "| a 
Qa+B<kst+j, A= (Aksti)sti<ksti<N. 

这 里 H 由 (2.3.2) 中 degree S EF d 的 B 通过 正规 化 得 到 . 
因为 dag 是 capy 的 多 项 式 函 数 ， 我 们 从 (2.3.3) 中 得 到 矛盾 . 事实 
E, (2.3.3) 右边 的 变量 由 少 于 dt 个 自由 变量 (casyr) 的 多 项 式 参 
数 化 得 到 ， 当 N > 1 时 ，(2.3.3) 的 像 不 能 填 满 RN 的 一 个 开 集 . 

因此 ， 我 们 证 明了 Ap = UP, m- Abn, m) 是 SR 中 的 第 一 范 
We. 由 Baire 范畴 定理 ， 得 到 Sa 中 几乎 所 有 的 元 素 不 是 来 自 于 
J (Ap N Sa). WHER a = (Ast) Z I (An N Sr) H 

w= 224 2°42" + 2Re( y Aeots2h**9) 
k>1; 70,1 
定义 的 Bishop 曲面 不 能 全 纯 等 价 于 C 中 任何 一 个 代数 曲面 . 让 R 
变动 时 ， 我 们 就 完成 了 定理 1.2.2 的 证 明 . m 

C? 中 的 一 个 实 解析 曲面 被 称 为 Nash 代数 曲面 ， 如 果 它 能 
一 个 Nash 代数 方程 定义 . 用 类 似 于 上 面 的 方法 ， 我 们 有 如 下 类 似 
的 定理 : 


定理 2.3.1 几乎 所 有 定义 在 0 点 附近 的 Bishop 不 变量 A=0 
E Moser 不 变量 s < co 的 Bishop 曲面 不 能 双全 纯 等 价 于 C? 中 
的 一 个 Nash 代数 曲面 . 


证 ”要 证 明定 理 2.3.1， 我 们 类 似 定 义 AS$ (n,m) . 现在 ， 要 求 


H(z,z) = zZ +z +2" + > aagz”zZ? 
a+B>s+1 
是 一 个 一 般 的 Nash 代数 函数 ， 
P(z,Z,X) = 》 d;(z,Z)X9 = D> bap XT 
a,B,y 
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是 H 的 一 个 极 小 多 项 式 ， 其 degree 不 超过 d， 且 满足 下 列 两 个 性 
质 : 


Cond(1) H(z,£) Æ |z|? + |g? < 1/m? 上 全 纯 ; 
Cond(2) — max()2\2+)¢)2)<1/m? |H(z,§)| < n E [bagy] < n. 


固定 一 个 Ho 和 它 的 极 小 多 项 式 Po(z,2Z;X). (我 们 将 要 求 极 小 
ZU Po 关于 X 的 首 项 系数 是 1, 使 这 个 多 项 式 唯一 .) 
假设 AL(n,m; Ho,6) 是 Abn, m) 的 一 个 子 集 ， 其 中 M = 
{w = H(z,zZ)} € A8(n,m;Ho,6) SAM |bapy 一 品 gy| < 6. 这 里 
P = E bagyz“Z XI, Po = D bp z Z X? 分 别 是 H 和 Hy 的 极 
小 多 项 式 . 我 们 假设 P 已 经 用 Po 同样 的 方式 进行 了 正规 化 . (4 
6 1 时， 总 可 以 这 样 做 .) 
考虑 一 个 H 和 极 小 多 项 式 关 于 AS(n,m; Ho,5) 中 一 个 元 素 的 
极 小 多 项 式 P.M RA PH PL 关于 X 的 resultant. 我 们 知道 ， 
R 是 关于 (z,z) 的 次 数 有 上 界 Ci(d) 的 非 零 多 项 式 ， 这 里 C1(d) 是 
一 个 只 依赖 于 d 的 常数 . 记 H = Hiw) + AN, HP Alyy 是 五 
的 Taylor 展开 中 次 数 直到 N 一 1 的 项 且 AY 是 它 的 余 项 . 那么 从 
P(z,z, Aly) + Ait) = 0， 我 们 得 到 
PV i272, A= 0, Se XO = Be. (2.3.4) 
这 里 P** 是 一 个 degree 上 界 为 Co(d,N) 的 多 项 式 , A Co(d,N) 是 
一 个 只 依赖 于 d 和 N 的 常数 ， 并 且 P** 的 系数 由 P 和 HW) 的 系 
数 多 项 式 决 定 . 注意 到 
Dy- (P (2,2, X*™*))| y..29 = Dx (P(2,2,X)) yon: 
因为 存在 多 项 式 G, 和 Go 使 得 GIP +GP = R, 并且 有 
P(z,2, Hin) = o(|z|"), 
所 以 可 以 得 到 PX (2,2, Hin) 的 最 低 消失 阶 ko AEF Ci(d), mH. 
它 只 依赖 于 d 
选取 一 个 N > Cd) 和 一 个 足够 小 的 正 数 6, Æ (2.3.4) 中 用 
比较 系数 的 方法 可 以 得 到 ， 对 任意 满足 ao + bo > N 的 Gaga, 都 被 
至 多 C(ko,N) 个 以 bagy 和 所 有 a+B<N-1 的 ag 为 变量 的 有 
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理 多 项 式 所 决定 ， 其 中 ，C(ko, N) 只 依赖 于 ko AN. 对 于 (2.3.3), 
可 以 用 相同 的 方法 证 明 7 (A$ (n, m; Ho,5)) N Sr 在 Sa 中 的 闭 包 是 
一 个 空 集 . 容易 看 出 ，.7(4s) 能 被 写成 可 数 个 这 样 的 集合 的 并 ， 所 
以 7(As) 是 Sp 中 的 第 一 范畴 集 . 这 样 ， 就 证 明了 定理 2.3.1. W 


注 2.3.1 定理 2.3.1 成 立 的 关键 在 于 Bishop 常数 为 0 E Moser 
常数 s < co 的 Bishop 曲面 的 模 空间 被 一 个 无 穷 维 空间 参数 化 . 因 
we, M, 的 任意 子 集 ， 即 能 被 Ms 的 可 数 个 有 限 维 子 空间 的 并 表 
示 的 子 集 ， 在 等 价 关系 下 是 Ms 的 一 个 薄 集 . 无 穷 维 空间 的 模 空 间 
的 元 素 一 般 说 来 不 能 代数 等 价 ， 这 个 思想 可 追溯 到 Poincaré. 
早期 的 工作 . 在 CR 情形 ，Forstneric 在 [Fo04] 中 利用 CR 流 形 
的 模 空 间 维 数 的 无 穷 性 和 Baire 范畴 定理 ， 简 洁 地 证 明了 复 空间 中 
几乎 所 有 的 CR 子 流 形 不 能 全 纯 等 价 于 任何 代数 流 形 . 然而 要 具体 
给 出 一 个 与 代数 曲面 不 双全 纯 等 价 的 曲面 ， 并 不 是 一 件 容易 的 事 . 
Baouendi-Ebenfelt-Rothchild 在 [BER04b] 中 给 出 了 C? 中 一 个 非 
常 退 化 的 超 曲面 ， 它 不 能 与 任何 代数 曲面 等 价 ; Huang-Ji-Yau 在 
[HJY01] 中 首先 给 出 了 一 个 具体 的 简单 实 解析 的 强 拟 西 超 曲面 ， 它 
不 能 与 代数 曲面 双全 纯 等 价 . 关于 CR 流 形 的 不 代数 等 价 性 ， 可 参 
见 [BERO0b], [Hu01], [Ji02]. 

然而 ， 利 用 Huang-KrantzlHK95] 和 Huang[Eu9al 的 工作 ， 一 个 
Bishop 曲面 在 一 个 椭圆 点 总 能 全 纯 变 换 到 一 个 Levi 平坦 超 曲 面 
C x 民 ， 同 时 也 能 映 到 C? 中 的 Heisenberg 超 曲面 . 
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在 这 一 章 里 ， 我 们 研究 第 二 章 中 形式 正规 化 映射 的 收敛 性 问 
题 . 我 们 的 出 发 点 是 Huang-Krantz 在 [HK95] 一 文中 的 平坦 化 定 
理 ， 由 此 构造 了 贴 于 所 研究 曲面 上 的 一 簇 全 纯 圆 盘 ， 进 而 建立 了 
此 曲面 上 的 双 曲 几何 . 然后 利用 曲面 上 的 这 一 双 曲 几何 ， 特 别 是 
在 分 支点 及 其 组 成 的 双 曲 多 边 形 上 的 几何 性 质 ， 最 终 给 出 了 两 个 
Bishop 不 变量 为 0 的 Bishop 椭圆 曲面 全 纯 等 价 的 一 个 充 要 条 件 ， 
从 而 解决 了 此 类 曲面 的 双全 纯 等 价 分 类 问题 . 


3.1 具有 消失 Bishop 不 变量 的 Bishop 
曲面 上 的 双 曲 几何 性 质 


为 研究 收敛 性 问题 ， 考 虑 由 如 下 方程 定义 的 实 解析 Bishop H 
面 M: 

w= 23+ 2° +Z + E(z,Z), E(z,z%) =E(z,z) = o(|z|’), 

| 3<s<o. (3.1.1) 
由 [HK95] 中 的 平坦 化 定理 ， 任 意 Bishop 不 变量 为 0 的 Bishop H 
面 总 可 以 写成 如 上 的 形式 . 

如 同 Moser-Webster 在 [IMW83] 中 的 讨论 ， 我 们 考虑 M 的 复 
化 曲面 OM, CE 0 € C4 附近 是 由 下 述 方程 定义 的 复 曲 面 : 

w = z + 2° +° + B(z,¢), (3.1.2) 

y= 26 +2 +E + E2, C) 
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我 们 定义 投影 映射 cr: Ot C, EE (z,C,w,n) € 9 投影 
到 (z,w). 那么 r 一 般 说 来 是 一 个 s 个 点 到 1 个 点 的 投影 . 记 BA 
mw 的 分 支点 (branching locus). Bf (z,w) € B 当 且 仅 当 3(Go,7o) 使 
得 (z,Co,w, mo) EM A r FE (z, Co, w, no) 附近 不 是 双全 纯 映 射 . 记 
B = 77! (B). 那么 i 
(z,w) E Bee Ad, HE w = z + 2°4+ C° + Elz, C), 
H z +s! + Ec(z,C)=0 
<> Hr (z,w)} < s. 
容易 看 出 在 0 点 附近 ，B 是 一 个 过 原点 的 全 纯 曲 线 . 
现在 ,假设 M’ 在 0 点 附近 由 
w = 2z 42" 4z + E (e'z) 
所 定义 ， 这 里 E*(2', 2’) = E*(z',2’). WW 为 M' 的 复 化 空间 . 假 
设 F :(M,0) 一 > (M‘,0) 是 一 个 双全 纯 映 射 . 那么 下 诱导 一 
(Sot, 0) 到 (9 ,0) 的 双全 纯 映 射 F 使 得 ro 大 = For. 从 这 个 关 
系 里 ， 可 以 得 出 F(B) = B'， 这 里 B' 是 原点 附近 r 的 分 支点 . 
现在 给 出 B 在 0 点 附近 的 一 个 准确 定义 . 从 方程 
z + sc 1+ Ec(z,C) =0, 


可 以 利用 隐 函 数 定理 得 到 
z = hy(¢) = —8¢** + ol), (3.1.3) 
其 中 hy (¢) 是 0 点 附近 的 一 全 纯 函 数 . 把 (3.1.3) 代入 (3.1.2), 得 到 
w = he(¢) = (1— s)¢* + 0(¢°). (3.1.4) 
由 (3.1.4), A 


一 一 =(h3(¢))*, EP ha(¢) =¢ + o(¢). 
因此 ， 


(3.1.5) 


= s(-1) iw’ .(s—1) 7 +0(w"=), 
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ZE, hj 是 0 点 附近 的 全 纯 函 数 . 记 w= w > 0， 并 且 定 义 


1)rv 一 1/s 
Aj(u) = hiohs! (re ) ) 


s—l 
Jrwv 一 工 s- 一 5 s— 
= PO anes ee ar b (s ae 1)" +o(u=), 


}=0,1,---,s—1. (3.1.6) 


引 理 3.1.1 对 所 有 的 O<u<1, A;(u) € Diu), RB 


D(u) = {z € Ct: w = 274+ 2° + 2+ E(z,z) < u}. 


证 引 理 的 证 明 可 以 由 下 面 的 估计 得 到 : 

|A,(u)/? + Re(2A%(u) + B(A;(u), A;(u))) = Ou 7 
WAN O<u<1Hs>3 成立. 国 

下 面 的 事实 将 在 后 面 的 证 明 中 起 到 非常 关键 性 的 作用 : 

{(Aj(u),u)}$25 = BN {w= ww}， 且 对 任意 固定 的 j, Aj(u) 是 
u/s 的 实 解 析 函 数 . 

考虑 C? 中 的 曲面 (M,p). 我 们 称 M 在 p 点 附近 由 复 值 函数 p 
所 定义 ， 如 果 M 在 p 点 附近 恰 为 p WEA, H {Re(p),Im(p)} fF 
为 (z,y,u,v) 的 函数 ， 在 p 点 附近 有 常 秩 2. 对 于 一 个 由 p 定义 的 
曲面 (M,p) 和 一 个 从 p 点 的 邻 域 到 zw 点 的 邻 域 的 全 纯 映 射 OF, R 
们 说 F(M) 在 p 点 与 由 p* = 0 定义 的 曲面 (M*, p) A m 次 近似 ， 
如 果 存 在 p 点 的 光滑 函数 hy 和 ha H |hil? 一 hol? 40, 184 

po F(Z) =hy-p* + ha- pP +0(|Z —p'|™). 


\<u 


-5| 3.1.2 假设 M,M' 是 如 上 定义 的 0 点 附近 的 Bishop 曲 
面 . 如 果 F(M) £0 &5 M A N=Ns+s-1(N>1) 次 近似 ， 
那么 

- |F(A;(u),u) — (Aj(u’), u’) < Jul" 
Pray 7 =0,---,s-llu>Oma, HP F=(z4+f,w+g) 


是 一 个 全 纯 映 射 且 满足 f = O(|w| + |z?) glz, w) = g(w) = O(w?) 
以 及 ww =u + glu). 
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证 假设 B1 是 一 个 双全 纯 映 射 ， 它 把 M 映 到 如 下 定义 的 
MN: 


nor* 


N s—l 


w= ZZ 十 are ( 2" + D 十 of|z|*w+s1， 


k=1 j=2 z 


记 $s 是 一 个 双全 纯 映 射 ， 它 把 M' 映 到 如 下 定义 的 MA 


nor? 
N 5 一 1 


w = Pru + 2Re (> a. DD ds ) $ olje Prt). 


k=1 j=2 
EX Y = po Fop, KHRK Di, D 在 0 点 满足 定理 2.2.1 中 
的 正规 化 条 件 . 那么 w(MN,) 与 M'N, 有 N 次 近似 . 
由 定理 21.1, 得 : Mks+j<N=Nst+s—-1, A 
Oks+j = Qks4; 和 W = Id + O(|(z,w)|%) (3.1.7) 
成 立 . 在 本 章 下 文中 ， 我 们 总 是 记 A;(u), As (u), A (u), A3 (u) 
分 别 为 对 应 于 M, M', MN, M'NY.， 如 同 (3.1.6) 那样 定义 的 函数 . 
并 记 heor 和 hor 分 别 为 对 应 于 MN, 和 M' 心 ,， 如 前 面 所 定义 的 
全 纯 函 数 . 由 这 些 方程 的 定义 过 程 ， 结 合 (3.1.7) MERGEM, A 
以 得 到 
hI” (C) = KP (C) + O(N) 对 j= 1,2,3 成 立 . 
因此 
AZ (u) = Aj" (u + G(u)) + Ou), 
HP Y = (z+ f(z),w+G(w)). 这 样 马上 可 以 得 到 
F(Aj;(u),u) = (A¥(u’),u") + O(u), 
HH u =utg(u), F=(z+f(z,w),w+g(w)). E 


对 前 面 的 工作 进行 归纳 ， 已 经 得 到 : 


命题 3.1.1 (1) 假设 存在 一 个 全 纯 函 数 PF: M 一 》AM' 满足 
F = (z,w) + (O(\w| + |z|?), O(w’)), 
使 得 F(M) 与 M' #0 2A N=Ns+s—1>5 次 近似 . 那么 
Aj(u + g(u)) = A;(u) + Olu”), j7=0,1,---,s—1, u>0. 
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(2) 假设 F: M 一 M' 是 一 个 满足 
= (z,w) + (O(\w| + |z|?), O(w?)) 
A XR BRR. 那么 Alu + g(u)) = f(Aj(w),u) 在 形式 震级 
数 的 意义 下 成 立 ， 更 确切 地 说 ， 假 设 fix gm 分 别 是 和 9g 的 
六 -1 次 截断 ， 那 么 
Aj (u+ g (u)) — f(s) (A;(u) u) = Ola ), 
这 里 当 N >ot N' >o. 事实 上 ， 可 以 选取 N' =N 


记忆 = 2， 并 假设 z = ro(7,7) 是 一 个 从 圆 盘 
rA:={rEC: |r] <r} 
到 D(u) 的 共 形 变换 ， 满 足 o(0,r) = 0, o/(0,r) > 0. KH, WA 
前 面 所 定义 的 那样 ， 
D(u) = {z € C! : 224+ 2° + 24 E(z,zZ) <u =r°}. 
同样 ， 假 设 z= ro*(r*,r) 是 一 个 从 圆 盘 7A 到 D*(u) 的 共 形 变换 ， 
满足 o*(0,r) =0, o*l (0,r) > 0. 这 里 ， 

D* (u) = {z € C}! : z7 + 2° + 7° + E*(z,Z) <u =r°}. 
那么 我 们 知道 o(7,7) = 7(1+O(r)) Eo KF (T,r) Æ Aie x(—E, £) 
(这 里 0 < e <1) 上 实 解 析 (参见 [Hu94] 中 引 理 4.1， 或 更 一 般 的 
情况 [Hu98] 中 引 理 2.1). 对 于 c*， 有 同样 的 性 质 . 

假设 7; (u) € A 使 得 ro(7;(u),r) = Aj(u). 那么 
rtu) = 07 (A0, va) = 2 a + (va). 
注意 到 
Aj(u) _ = Cut, 


2 
u l=s—2 


即 Au) 关于 yah 实 解析 ， 这 里 


nV=1(1+2)) 
可 


C,-2,; = s(s—1) > e (3.1.8) 
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这 样 ，Ai(w) 和 Ao(u) 作为 D(u) 中 点 的 双 曲 距离 与 n 和 r 
作为 A 中 点 的 距离 相同 . 记 Ligu) = eto) — 1. 特别 地 ， 
Ly2(u) = e*m) — 1, 因为 


To— T 
一 7071 

dnyp (70,71) = 2 = ETa ? 
1 — mT 


且 
Liz(u) = s(s — Cr lea ga juz + olu T), 
我 们 有 Lilu) KF uz 实 解析 . 
下 面 ， 假 设 下 :NM — M' 是 一 个 双全 纯 映 射 且 满 足 
F = (f,9) = (z,w) + (O(\w] + |z|?), O(w?)). 
那么 f=z+f 是 一 个 从 Du) 到 D*(u’) 的 共 形 映照 且 满 足 
uw =u + glu). 
由 于 F(A;(u),u) = (Aj(w’), u’), 所 以 Ai(u) 和 Ao(u) 间 的 双 曲 距 
离 与 At(u’) 和 Ad(u’) 间 的 双 曲 距离 相同 . 
现在 ， 假 设 F 是 一 个 满足 
F = (f,9) = (z, w) + (O(\w| + |z|?), O(w?)) 
的 双全 纯 变 换 ， 使 得 F(M) 与 M' 在 0 点 有 直到 N = Ns+s—1>s 
次 的 近似 . 像 以 前 一 样 ， 假 设 M, M' 已 经 正规 化 到 次 数 N. 那么 就 
A F=1d+O(|z,w|%), 


M = {w = zz + 2Re(yo(z)) + o(|z/*)}, 
M! = {w = 22 + 2Re(yo(z)) + o(|z|)}, 
其 中 polz) = zs + 0(z’), u! = u + glu) =ut+O(|ul%), A 
ys**)) (0) = 0 HF j =0,1 mod s. 
从 a Fil o* 的 构造 过 程 ， 可 以 得 到 (参见 [ 引 理 2.1, Hu98]) 
ar*(T,U) — o(7,u) = TO(u™). (3.1.9) 
事实 上 ， 这 个 等 式 可 由 下 面 更 一 般 的 结果 得 到 . 
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引 理 3.1.3 假设 o(€,r) =€- (14+ O(r)) 4 o*(E,r) =£- (1+ 
O(r)) 分 别 为 从 单位 圆 盘 A 到 
D(r):= {£ € C(~ 5) : [EP +rFi(r,€,€ <1}, | 
D*(r) = {ġe CA): [EP +rFilr 6,8) +r" Fol, €,€) <1} 
(3.1.10) 
的 双全 纯 映 射 ， 这 里 Fj(r, E, E) 是 {0} x Ax A 的 一 个 邻 域 的 实 解 
Ht BIL. 那么 存在 一 个 常数 C， 只 依赖 于 Fj R4 
lo*(€,r) —o(€,r)| < Clélr™, EE A. 


证 Mo 和 o* 的 构造 过 程 (参见 [ 引 理 2.1, Hu98]) 我 们 知道 ， 
对 于 0<eo <1, FE U,U* € CX(OA x (—€0, €0)) 使 得 
o(€,r) =€(1+ U(E,r) + H(U(.,r))), 
o*(€,r) =€(1+ U*(E,r) + H(U"*(-,r))), 
其 中 H 为 标准 的 Hilbert 变换 ， 且 U,U* 满足 下 面 的 方程 : 
U = Gi(r,£,U,H(U)), 
UY = Gı (r, £, U*, H(U*)) + r™Go(r,€,U*, H(U*)), 
这 里 G(r, é, x,y) KF (7, €,2, y) 实 解析 且 满足 G; < \r|+|a|?+]y|?. 
ERE, AARRE (参见 [ 引 理 2.1, Hu98]); IUllyz, ||U*Ilayo < 
Cilr ZŒ .lz 是 Hölder- 范 数 . 接着 ， 有 


U* -u=[ a (r,€,TU* + (1 — T)U, TH(U*) + (1 — T)H(U)) 


€€ 0A, 


-(U* —U)dr 

+f Fe ru" + (1—7)U,rH(U*) + (1 — T)H(U)) 
-(H(U") — H(U))dr 

+1r™Go(r, €,U*, H(U*)). (3.1.11) 


注意 到 由 Privalov Æ, Hilbert 变换 作用 在 Holder 空间 上 是 有 界 
的 ， 因 此 让 |r| 和 1， 就 能 得 到 引 理 中 的 结论 . © 

对 应 于 命题 3.1.1 中 关于 点 A;(u), At(u’) 的 估计 ， 有 如 下 关于 
它们 在 圆 盘 上 的 对 应 点 7(w), rt (u) 的 相应 结论 ， 这 将 在 下 节 证 明 
收敛 性 定理 中 起 到 关键 性 的 作用 . 
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命题 3.1.2 沿用 上 面 的 记号 和 定义 ， 有 rlu) = (u) 十 
OU 二 进一步 
Dy2(u’) — Ly2(u) = O(u’~*). 
特别 地 ， 如 果 F: M — M 是 一 个 满足 3 
= (f,9) = (z, w) + (O(\w| + |z), O(w?)) 
的 形式 等 价 映射 ， 那 么 
Liau’) = Lilu) 在 形式 意义 下 成 立 . (3.1.12) 
证 首先 由 = u+ Olu) Mu = r?, w = r? Ar’ = 
r+O(uN—!). 结合 命题 3.1.1, TA 
a _ s = O(u™-?). 
从 而 由 rlu) 和 rr (u’) 的 定义 ， 知 
o* (77 (w’),7’) Z o(r;(u),r) = O(u -1). 
另 一 方面 ， 
o* (TF (u'),r r')— o(rj(u ),r) 
= (0° (r7 (w) r’) — o(77( 
+ (o(77(u’), 7) = bey 
注意 到 o(€,r) =€(1+ O(r)), 所 以 
a(r*(u'), r) —o(rj(u),r) = (77 (u’) —7;(u)) -(1+O(r)). 
再 结合 (3.1.9)， 得 到 
(r *(u') — 7;(u)) - (1 + O(r) )+O(u N) = O(w"-), 


即 有 
Tu) — 7;(u) =O( 下) 
由 定义 ， 
Lia(w’) — Li2(u) 


= ed (ró uhri (u')) — e&lTo(u') r (u')) 


= (|7§(u’) — rE (w’)| — rolu’) 一 mo - (1 + 0(r)) 
< (|ru) — to(u’)) + (m (u) — rt (u’))|) - (1+ O(7)) 
= Ofte). 
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此 即 表明 
Lis(u’) = Liz(u) 在 形式 意义 下 成 立 . 
这 样 命题 3.1.2 得 证 . m 


3.2 具有 消失 Bishop 不 变量 的 Bishop 
曲面 的 等 价 分 类 问题 


在 这 一 节 ， 我 们 利用 前 一 节 得 到 的 曲面 双 曲 几何 的 一 些 性 质 ， 
来 证 明 两 个 Bishop 不 变量 为 0 的 Bishop 曲面 等 价 当 且 仅 当 它们 
形式 等 价 . 

首先 ， 证 明 9 的 收敛 性 . 

引 理 3.2.1 ik F: M 一 M' 是 一 个 形式 等 价 映射 满足 

F =(f,9) = (z,w) + (O(|w| + |2|?), O(w?)). 
RA, t F= (f, 9) = (2+ f,w +g). 那么 9 是 收 化 的 . 
证 fH (3.1.12), #& 
Lia (glu)) = Liz(w) 在 形式 意义 下 成 立 . 
id u=V® H 9(w) =U, WA 
L},(U**) = Ly2(V"). 
注意 到 Li (U?) 和 LlV?) DAA U AV 的 解析 函数 ， 进 一 步 ， 
记 
L},(U”*) = (b*(U))*?, Zaiz(V2) = (v(V)) 
JE yp, y* 是 (C,0) 到 自身 的 可 逆 全 纯 函 数 ， 且 满足 办 (0) = 多 (0) 
(= |C.-20 — C21). Bit: 有 
Flu) = (V1! oy) (us) 
即 (%*-1oW(u 去 ))” 同时 有 一 个 形式 寡 级 数 展开 . 

Bym, (Y op(z) 去 )2 定义 了 原点 的 一 个 多 值 全 纯 函 数 . 

利用 Puiseux 展开 (参见 [Si88])， 我 们 得 到 
(wt o W(u2*))”* a5 ‘gut, 


j=2s 
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这 样 得 到 cj = 0， 如 果 2s 不 能 整除 j. 这 样 就 证 明了 9(w) 的 收敛 
性 . m 
接着 ， 证 明 下 面 的 主要 定理 : 


定理 3.2.1 假设 M, M' 是 0 点 附近 由 形 如 (3. 上 1) 的 方程 定义 
的 两 个 实 解析 的 Bishop 曲面 . 假设 F = (f,9) : (M,0) — (M',0) 
是 一 个 形式 需 级 数 变换 ， MAF 是 0 点 附近 的 一 个 双全 纯 变换 . 


证 RK f= z 十 f 满足 winor(f) > 2 Ag=wtg wi 
KE wtnor(9) > 4. 由 引 理 3.21 BA Foo FREARK F, Hp 
Fo(z,w) = (z,g7*(w)). 不 失 一 般 性 ， 可 以 假设 5 = w. 我 们 将 用 前 
面 定 义 的 曲面 双 曲 几何 来 证 明 广 的 收敛 性 . 
由 命题 3.1.1 (2)， 首 先 注意 到 
f(A;(u), u) = A; (u) 在 形式 意义 下 成 立 . 
即 fox) (Aj(u),u) = At (u) toun) 对 任意 的 N 成 立 其 中 fay) 是 
ff 在 0 点 的 Taylor 展开 的 N 次 截断 ，N' 只 依赖 于 N H N' 一 co 
当 N 一 oo 时. 
记 MAM 分 别 是 M 和 M 的 全 纯 凸 包 . 下 面 构造 一 个 从 
M\M 到 MAM 的 全 纯 映 射 : 
对 于 任意 (z,u) € D(u) x {u}; © r(u) c A 使 得 
ro(T(u),7)=z, wer’, 
WV(,7) 是 一 个 从 A 到 自身 的 双全 纯 变换 使 得 对 ; = 0,1， 有 
(Tj;(u),7) = 7; (u). 
这 里 ， 要 得 到 y(r) 的 存在 性 ， 只 需要 证 明 
dhyp (To(u), Tı (u)) = dhyp (rò (u), ri (u)). 
但 是 这 可 以 由 (3.1.12) 和 引 理 3.1.3 得 到 . 
ME, $ 


To) ge T- rlu) 
1 一 而 (wWr” + 1—7%(u)r 


a(r) = agf AO- \ 


1 — 7o(u)Ti(u) u 


vı 
其 中 


, O(r, r) = i Seer 
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6*(r) = ong) RiU ! \ 


1=75(u)ri (u) we 


那么 
W(7,r) = P (T,r) o O(7,r) o W (r,r). (3.2.1) 
JERY D(r,r) 在 (T,u=) € Ai+e, X (—€0,€0) 中 实 解析 (参见 [5] 
Æ 2.1, Hu98]). 
首先 注意 到 ， 如 果 已 经 知道 f 是 收敛 的 ， 那 么 由 Mobius 变换 
的 唯一 性 ， 有 
f(ro(é,r),7?) =ro*(W(E,r),r?). (3.2.2) 
定义 O; (j =2,---,8-1) A; Bm 的 测 地 线 与 7; Bn 的 
测 地 线 间 的 夹 角 . 作为 u (或 7) 的 函数 ， 如 同 在 W(E,r) 中 定义 的 
那样 ， 有 
nn) 1 seid 
9; (u) arg T(u) a 7; (u) ] 二 (ujn (u) 


Cs_2 2 二 Ce-a 了 } 1 
= arg, 二 一 一 一 一 A y} Ofu), 
ef re a) el 


同 理 ， 对 于 M'， 可 类 似 定义 OF. 利用 证 明 Liz(w) = Lis(w) 的 方 
法 ， 可 以 得 到 
Lic+y (vu) = Lig+n (u). 
作为 上 述 讨论 的 一 个 直接 推论 ， 我 们 有 
推论 3.2.1 W(7;(u),r) = 好 (w) 对 所 有 的 j =0,1,---,8—1 


证 首先 ， 可 以 用 一 个 Mobius 变换 把 映 到 原点 且 r 映 到 
正 实 轴 上 . 然后 ， 证 明 O; = Or, AmA r? (u) 被 rlu) 唯一 决 
定 ， 即 有 推论 得 证 . 为 此 ， 令 


dhyp(70, Tj) = r1 = dhyp (70, T7) 


dhyp(T Tj) = r2 = dhyp (TI, Tj), 
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因为 dhyp(To, Tı) = dpyp (TY, Ti)» 所 以 由 双 曲 距离 的 定义 可 得 


14 Ti = roe? ie Ti = re" l 
1 1 — rirzei? 1 1—ryr2e” 
In i9 = 35m a 
2 1— | tears 2 ri — roe” 
1 — ry reel? 1— 1 — rire” 
即 
rı =r | | mi 一 roe” 
1 一 riroeig| | 1 rir” |" 
展开 整理 可 得 
rira(1 —7?)(1 一 全) 一 em 9))(e — e't) = 0, 
即 


v= KI =. 


然而 9 = 一 意味 着 推论 3.2.1 中 的 映射 亚 为 一 个 反 全 纯 变 换 ， 这 
与 我 们 的 构造 相 矛 盾 . 故 有 3 = VW. 从 而 推论 3.2.1 得 证 . © 
现在 ， 对 于 原点 附近 的 (z,u) E MANAM ， 定 义 
f*(z,u) 一 Vuaor (v (= (2v0) vi) vi) : 
那么 f*(z,u) 在 M\ M 中 收敛 . 现在 ， 证 明 如 下 引 理 : 
引 理 3.2.2 Va>0, 
ar f* of 
Azo (0, w) a Bia Y) 
在 形式 需 级 数 意义 下 成 立 . 即 若 假 设 fin) 是 三 在 0 点 的 Taylor 
展开 中 所 有 次 数 小 于 或 等 于 N 的 多 项 式 ， 那 么 当 N 一 co 时 ， 
IN'(N) > 00 使 得 


证 假设 S(w) 是 D(w) 中 顶点 为 Aj(w) (7 = 0,1,… ,5 一 1) 的 
双 曲 多 边 形 ， 它 的 边 由 这 些 顶 点 双 曲 连接 得 到 . 假设 5*(w) AM’ 
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中 对 应 的 双 曲 多 边 形 . 注意 到 对 任意 的 点 P,Q e A， 双 曲 连接 P 
和 Q 的 部 分 由 下 述 等 式 给 出 (参见 [Kr04]): 


t stip 
ypa(t) = — 0<t<1. (3.2.3) 

1+tP és 

1-QP 


因此 ， 注 意 到 f 把 D(w) 中 顶点 形式 地 映射 到 S*(u) 中 对 应 的 顶 
点 ， 利 用 与 定理 3.1.2 证 明 中 同样 的 讨论 ， 对 任意 的 点 P € 85S(w)， 
都 有 
JF (P) = fi) (P) + Error(P), 
这 里 
|Error(P)| < Cu, H% N'(N) 一 co 时 有 N 一 oœ, 
其 中 C 是 一 个 不 依赖 于 P 的 常数 . 
现在 ， 由 Cauchy 公式 ， 
orf" _ al FC u) 
ma O= os da or 


d¢ 


8° fiw) 9 4) A ED 

Oz (0,2) = QnVJ/—1 a5(u) Ca+1 
注意 到 由 (3.1.6) 和 (3.2.3) 可 得 ， 对 于 ze 8S(w)， 有 |z| Zu, 
因此 


dÇ, 


= 1 Fie <O, (3.2.4) 


a (0, u) 一 


这 样 就 完成 了 引 理 3.2.2 的 证 明 . m 
接着 证 明定 理 3.2.1， 注 意 到 现在 已 经 有 如 下 事实 : 
(i) o*(¢, Vu) XF (¢, Vu) 在 (0,0) 点 附近 解析 ; 
(ii) (r, Vu) KF r 和 uz 在 (0,0) 点 附近 解析 ; 
(iii) o, vu) 关于 (2, Vu) 在 (0,0) 点 附近 也 解析 . 
记 


(0, u) 


U(r, Vu s5. Gap ayt 


a,ß=0 
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co 
WrViy= Y tr Yf, 


a,B=0 
那么 
H(X, Yi, Ya) = Yoo” (E (X, Ya); ¥1), Ya) 
关于 X, Yı, Yo 在 0 点 附近 解析 . 定义 


H(X,Y;,Y2) = s bap X OVP YJ, (3.2.5) 
a,B,y=0 
那么 
f*(z,u) = (=u, Ju) = YO bagy u Tti, 
er) 2 

因此 _ 

arf = e 

T (0,u) = > bapyolu 2 +2 


在 形式 寡 级 数 意义 下 成 立 . 于 是 ， 如 果 bagy 40, GX +2 =f' 是 
一 个 非 负 整数 ， 则 
`> bopyzru? . 
a,B,y=0 
现在 ， 由 (3.2.5) 知 

AR 之 1 时 ，|bapv| < RIIHEN, 
因此 

lbaa~| < R2sle|+2s88" < (RAPE, 


XW f*(z,u) 关于 (zu 在 0 点 附近 全 纯 ， 所 以 广 收敛 . 这 样 就 
证 明了 定理 3.2.1. 国 

定理 1.2.3、 推 论 1.2.2 和 定理 1.2.4 的 证 明 定理 1.2.3 和 
定理 3.2.1 有 相同 的 内 容 . 由 推论 1.2.1 (a)， 可 以 看 出 对 于 推论 
1.2.2 (a) 中 的 M， 它 一 定形 式 等 价 于 Ms. 结合 定理 1.2.3， 就 可 以 
得 到 M 事实 上 双全 纯 等 价 于 Ms. 推论 1.2.2 (b) 是 推论 1.2.1 (a) 
和 推论 1.2.2 (a) 的 一 个 简单 推论 . 定理 1.2.4 的 证 明 可 以 从 定理 
1.2.1 和 定理 1.2.3 得 到 . m 

作为 定理 1.2.3 的 另外 一 个 应 用 ， 有 如 下 推论 ; 
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推论 3.2.2 假设 (M,0) 是 一 个 定义 在 0 点 附近 的 Bishop 不 
变量 为 0 E Moser 不 变量 s < eco 的 实 解析 Bishop HH, AA 
auto(M) 中 的 任何 元 素 都 是 (1M,0) 的 全 纯 自 同 构 群 . 


3.3 一 类 特殊 Bishop 曲面 的 一 些 等 价 性 质 


在 第 二 章 中 ， 我 们 证 明了 Bishop 不 变量 为 0、Moser 不 变量 
为 s 的 Bishop 曲面 有 正规 型 (1.2.1), (1.2.2)， 即 有 正规 型 


co s—1 
w = 2'z' + z" +27 + 2Re >; >, oui") . (83.4) 
k=1 y=2 


前 一 车 里 证 明了 ， 如 果 上 述 正 规 型 收敛 ， 那 么 把 上 述 Bishop 
曲面 变换 到 正规 型 的 映射 一 定 收敛 . 然而 遗憾 的 是 ， 我 们 还 不 能 证 
明 上 述 正 规 型 一 定 收敛 ， 或 等 价 地 ， 还 不 能 刻画 出 在 双全 纯 等 价 的 
意义 下 ，Bishop 不 变量 为 0、Moser 不 变量 为 s 的 Bishop 曲面 的 
模 空 间 . 即使 对 于 由 方程 w = zz 十 2Re(zs + azt!) 定义 的 看 起 来 
最 简单 的 Bishop 曲面 ， 我 们 也 很 难 找 到 关于 其 形式 正规 型 的 更 多 
性 质 . 事实 上 ， 如 果 对 这 一 曲面 进行 有 限 项 的 正规 化 ， 理 论 上 来 说 ， 
可 以 将 其 余 项 通过 定理 2.2.1 中 国定 的 程序 求 出 来 ， 然 而 这 个 计算 
量 太 大 ， 具 体 将 其 求解 出 来 是 非常 困难 的 . 所 以 现在 对 我 们 来 说 ， 
产生 的 余 项 看 起 来 似乎 是 杂乱 无 章 的 ， 因 此 判断 这 类 特殊 Bishop 
曲面 正规 型 的 收敛 性 依然 不 是 一 件 容 易 的 事情 . 

接 下 来 ， 我们 将 通过 直接 的 计算 得 到 曲面 

w = zz + 2Re(z* + az*t") 
的 正规 型 中 的 一 些 低 次 项 ， 从 而 对 这 一 正规 型 有 一 个 非常 初步 的 了 
解 ， 并 由 此 得 到 曲面 w = zz 十 2Re(zs 十 azs+1) 在 不 同 的 系数 下 ， 
关于 不 同 Bishop 曲面 间 的 一 些 全 纯 等 价 性 质 . 

现在 假定 曲面 由 如 下 方程 定义 : 

"w= 22 + 2Re(z* + az*t?). (3.3.2) 

(1) 首先 考虑 s > 4 的 情形 . 假设 由 (3.3.2) 定义 的 曲面 有 下 述 
形式 的 正规 型 : 

划一 到 到 十 2R8(2 + bizt? + baz) + owls +3), (3.3.3) 
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这 里 定义 z,z 的 weight 分 别 为 1 和 s 一 1， 并 且 其 变换 

z! = z + aw — G27 + a22? + a3zw + a42* 

+a5z7w+agw?+:::, (3.3.4) 

w'=wt-:-. 3 
因为 在 正规 型 中 ， 只 考虑 weight< s 十 3 的 项 ， 而 z, z 的 weight 分 
别 为 1,s 一 1， 故 只 需 考 虑 2’ 中 weight< (s 十 3) 一 (s 一 1) =4 的 项 
All z’ 中 weight< (s 十 3) 一 1 = s 十 2 的 项 . 因此 把 2,7 写成 如 下 
形式 : 


zZ 三 区 十 al (zz + z”) om Tz? + azz? + Q424 十 Owt(4), (3 3 5) 

z! = Z +0 (22+ 2° + azt!) — a12? + owi(s + 2). nid 
z! = z — T12? + a22? + agz* + Owr(4), (3.3.6) 
z= 24+4,(22 + 2° +az®t!) + owls + 2). gi 


把 (3.3.6) 代入 (3.3.3) 得 到 
zz 十 2Re(zs 十 azs+1) 
= (z — Gz? + agz + agz*)[Z + a) (22 + 2° 十 Qzs+l)] 
(z — T12? + a22? + a424)" + [2+ (22 + 2° + az°t!)]? 
+b, (z — G2? + a22? 十 a424)s+2 + boazst3 + ow(s + 3), 
即 
| — azt! + (1 — s)a,z°*"] + [aay 2°t? — a2? (zz + 2°) 
+ agz°Z + sagz*t? + CO2zs aiz* + b,2°*?| 
+ [ — aazz**? + goz3G1 (zz + 2°) 十 Q424Z 
+ sa4zs -1z4 十 2C2zs (一 01)aaz5 
+ C3293 (—G,2z7)3 + bizt (—G )z? + b2z°t°] 
= Owls + 3). 
这 里 记 
n! 


ko 
oo = Ben Br 
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进一步 化 简 得 


[(1 — s)a@, 一 qjzs+ + (aa, — aj + saz + C2az + b,)z**? 


+ (az — @)2°z + | — aa? + ag, + say — 2C?G, a2 


z CT = (s + 2)aibi 十 b2] gers + (a2@, + a4)z*z 


= 0. 
因此 得 到 
a= (1— s)ai, te = T, as = 一 a201 = 一 2401 = —7?, 
H 
bi = 一 051 + a} — sa, — Ca? 
aig: ® m a \? f: a \* 
1-s 1 一 8 1 一 s 
_ s(s—1) a \’ 
2 l-—s 
a? 6 
= gig SO Ree +s] 
s—s*? , s 5 


z -a ~ ot za" i 


bo = aay 一 A201 一 SQ4 十 202a1a2 十 Ca + (s + 2)5101 
2 3 3 
=a = = Z 十 5 a 
1l—s 工 一 5 和 一 次 


D 


a s E 
= pO- 8) -6+ 65-4 6s(s = 1) 
+ s(s — 1)(s — 2) + 3s(s + 2)(1 — s)] 
a3 
= aa — ay (28 — 28") 
7 s(l+s) 3 
~ 30 —a)?” 
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即 当 s > 4 时 , 车 有 w= zz 十 2Re(zs* 十 azs+1) 与 w = z5 十 2Re(zs 十 
azt) 全 纯 等 价 ， 则 由 定理 1.2.4 知 


bd @ a $5 ~2 .2ig 
a(i—s)’ A-3 ~ 


s(l+s) 5,  s(1+s) 3 39 
=a -ag A 


这 里 9 为 一 个 满足 el? = 0 的 常数 ， 即 有 a = ca. 
Zz 一 过 十 a; (zz + z4) = G2? + Q223 + Q424 + Owt(4), 
z= 二 Zz 十 G1(ZZ +244 Qz5) az? F Owe (6). 
把 上 述 等 式 代 入 
w = zz + 2Re(z + biz’ + b22”) + owt(T), 
可 以 得 到 
zz + 2Re(z* + az®) 


- 


(3.3.7) 


= [z + a;(zZ + 24) — Gz? + azz? + a4z"| 
- [Z +a (22 + 24 + az”) 一 aa22] 
+ [z + a;(zZ + 2f) — az? + a22? + aaz] 
+b [z + a;(z2 + 2*) 一 6122 + a22? + aaz4] 
十 baz 十 out(7)， 
即 
[ — az? + zd1(22+ 2*) — 272 — 4a, 2°] 
+ [z@yaz° — G27, (22 + z4) + a22”Z + 42 22 
+ C22z7(—a, 27)? 十 b, 2°] + [ — a 22° — Gye maz" 
+ azz°ū (zz + z*) + Z(a1z2 + (a) + a4)z*) 
+ 423 (a, zz + (a; + a4))z* + 2CZz?(—G )azgz° 
+ 42z(—G,z?)? + 6b, 2°(—a@,)2? + baz ] 
=0. 
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即 有 


(—a — 3a,)z° + (da — T? + 4a + 6a? + b,)z° + (az — G?)z3z 


+ [ — Ga + ad, + 4(a, + a4) — 120) a2 — 4a3 — 6b, a; + ba] z" 
+ (Gaz + a, + a4 + 4a;)Zz4 = 0. 
这 样 得 到 
a=-30,, a=a@,= 


a a 
一 一 人 —5 =—.—_—. — 
a4 a ,a2 ay, 3° 9 ( 
且 
= a a a? 
by = -a+ — 4a, — 6a? = ty 


2 2 


a 一 Q201 一 4(aı + a4) + 124, a2 + 4a? + 6b, a, 
_ a | 3 i aS aS 
9 943 3 27 3 


me +4 (-§) +8 (H4)-§) 


9 27 27 D7 27° 9 3 
_20,:_ lbg 
27 3 


GA w= zz 十 2Re(z4 十 az5) 5 w = zz 十 2Re(z4 十 az5) 全 纯 等 价 ， 
则 由 定理 (1.2.4) 知 


2 2. 
-2a = — 2G? . 99, 
20 , 16 


20~ 16-\ , 
= est 
a te (Fa Sa) ea 


这 里 0 为 一 个 满足 A = 1 的 常数 . 由 前 一 个 方程 可 得 a = de’? 或 

a 二 -tei9， 这 两 式 均 满足 a = Ge, Heh 9 为 某 个 使 ei3 = 1 的 
常数 . 

(2) 最 后 计算 当 s = 3 时 的 情况 ， 即 考虑 w = 227+2Re(z?+a2*) 

的 正规 型 中 低 次 项 的 系数 . 此 时 假设 z,z 的 weight 分 别 为 1 和 2, 
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并 假设 上 述 曲面 被 变换 到 如 下 近似 正规 型 ; 
w = zZ + z? z bz? bz’? + cz? +2’ + ow(8), (3.3.8) 
其 变换 为 
/ 1_ 1 2» 3 4 ,2 
zZz 一 2 一 gow 十 z” + a12” + aozw 十 Q32 + a4z“w 
+ asw + agz” + azz*w + agzw? + agz® + ayoz*w 
+ ay127w? + aw? 十 Q132 +, 
w =w +bw? +. 


把 上 述 方程 代入 (3.3.8), FAEM 2.2.1 证 明 中 的 程序 ， 分 别 比较 
24, zz, Zz? Zz, 25, 524, 2223, 28 525, 27,28 的 系数 ， 经 过 一 个 非常 


麻烦 但 程序 化 的 计算 ， 可 以 得 到 如 下 解 : 


1 
a, = 2a+ qe 
1 1 
Q2 = = =F 700 = Ge 
az = -a° + 3aa, 
E E .5 Lage 


“jo te ° tw 8° 12 


“ie ec 6 me 
Oi Sea fe noi etl ke 
ame: 8 8 ar 


294 279 315.9, 209 a- 
a8? 8” I6 48 


一 ae 二 at, 
ag = a 一 =a + ao + 69a7a + 08a 
= joe E Sas, 
H 
b= -77 = 5o, bo = -50 = 5° + aa, 
c= at =i 一 Da = aa + =a%a? 十 4a5 
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为 了 简单 起 见 ， 记 
= 1 
c(a) = a1d + azat + aga? + a4ga?a + 5 0 十 4a5， 


即 令 


297 231 1179 459 
FE ~ 39” a3 = — 31 a M 


8 8 
WR w= 2% + 2Re(z? + az*) Fl w = z7 + 2Re(z3 + Gz*) 全 纯 等 价 ， 
则 必 有 

~5a- ga? (22 Fa) e, (3.3.9) 


= 1 
aiā + agat + aga? + aaa2a + zer 十 4a5 
一 (aa + a204 + aga? + asa2a + sue + 全) el， 
(3.3.10) 


这 里 0 为 一 个 满足 else = 0 的 常数 . 令 


id id 


r=a- àe", y=a+ae”, 
W (3.3.9) 9 T= —Lay. #140, WA 
Ot 
e g” 


这 样 可 设 z = re, y = —6e 79, HREARA (3.3.10) 得 到 
Gre” — 3are” (r2e~ 7” + 67e"”) — 6ra3e~” 


rei? — Gez? 2 f | | 
十 Q4 be (=) 一 3re'® (—re!? 一 oo)| 


2 
一 ii i 3 
+ ; | — 6re™? (=) + re 3? 


3 ; : : 
T ate ire J re) 


ey ret — Ge-2i0 5 _rei? — Ge—2i0 5 
2 2 


= 0. 
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然而 ， 很 难 判断 上 述 方程 在 r > 0, VE 限时 是 否 有 解 . 下 面 证 
H, WR a,& 均 为 实数 ， 那 么 上 述 方程 无 解 . 事实 上 ， 此 时 有 
at+a=-6, 且 


ai(a — @) + ag(a* — @*) + a3(a? — °) 二 aa(a — G?) 
+EH —@) = 0. 
若 a 关 &， 那 么 两 边 同 除 以 a 一 得 
a; + ao(a + G)(a? + @”) + azla +) + asla? + aa +a?) 
F 5 (a! + a®a + 07a? + aa® + a*) =0. (3.3.11) 
结合 wa 二 Ca= -6， 有 


al — 6a2(6? — 2aa) — 6az + a4 (6? 一 aa) 


+ 5 (64 — 3.62ad + aa’) = 0, 
即 
a 9 T 
9 02a + (12a — a4 — = : 3- 6*)aa 
2 2 
9 
+ (o = 63a» 一 6a3 + 67 a4 + 5 。 6) 一 0. 
注意 到 
9 2 231 459 9 2 
12a2 一 a4 3°3°6 =12 39 + 3 5 3-6° = —342, 


9 
a, 一 63a2 = 6a3 + 67 a4 + 7 ‘64 


_ 297 3 231 1179 2 409 å 
=F 6 32 + 8 6 8 十 去 "6 
12069 


? 


4 
所 以 ad 满足 方程 (aŭ)? — 342aa + 2% = 0， 即 


/ 9 12069 
42 + 4/342? — 4 - = 一 一 一 
i 2 4 


9 
注意 到 已 经 有 at+a=-6, HA (a+)? > 40a 得 到 
9 12069 


340 = {3408 4, 2. 
i 2 4 
9 


aa = 


< 36, 
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即 
3422 一 > - 12069 = 62653.5 > 68121 = 2617. 


矛盾 . 
综 上 所 述 ， 就 得 到 了 如 下 的 命题 : 


命题 3.3.1 (a) 当 s>4 时 , w= zz 十 2Re(zs 十 azs+1) 与 
w = zz 十 2Re(zs 十 zbs+1) 全 纯 等 价 当 且 仅 当 a= be, HP OA 
满足 cl? = 1 的 常数 . 

(b) 若 ab 均 为 实数 ， 且 a 关 b， 则 w= zz 十 2Re(z3 十 az4) 
与 w= zz 十 2Re(z3 十 bz4) 不 能 全 纯 等 价 . 
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第 四 章 “一 类 余 维 数 为 2 HÉR 
等 价 于 一 个 二 次 曲面 的 
CR 奇异 流 形 


在 本 章 ， 我 们 研究 C"+l(n > 2) 中 的 一 类 余 维 数 为 2 的 奇异 

CR 子 流 形 ， 它 在 0 点 附近 由 如 下 形式 的 方程 所 定义 : 
w = |z|? + O(|z|*), 

ZE, (z,w) C CH x C 为 CH 中 的 坐标 . 首先 给 出 了 M 在 0 
点 附近 的 拟 正 规 型 ， 并 通过 这 个 拟 正规 型 给 出 了 (M,0) 能 形式 平 
坦 化 的 充 要 条 件 ， 最 后 利用 KAM 快速 欠 代 法 证 明了 (1,0) 能 
全 纯 等 价 于 二 次 曲面 (Mæ: w = |zl?,0) 当 且 仅 当 它 们 形式 等 价 ， 
这 就 把 Moser 在 [Mos85] 中 的 定理 推广 到 了 高 维 的 情形 . 


Al 一 些 记 号 和 背景 介绍 


在 本 章 ， 用 (z,w) = (2, ,zn;w) (n > 2) 来 表示 CH 
中 的 坐标 我们 首先 回顾 一 些 在 Stolovitch [Sto] 和 Dolbeault- 
Tomassini-Zaitsev [DTZ05] 中 的 记号 和 定义 . 

假设 (M,0) 是 CH 中 的 一 个 余 维 数 为 2 的 形式 子 流 形 
0 e M 是 它 的 一 个 CR 奇异 点 且 TOM = {w = 0}. WA M 能 
由 如 下 的 形式 方程 定义 : 

w = q(z,Z) + o(|z|?), (4.1.1) 

其 中 g(z,z) 是 (z,z) 的 一 个 二 次 多 项 式 . 我 们 称 0 s M 是 一 个 不 
完全 退化 的 CR 奇异 点 ， 如 果 不 存 在 一 个 坐标 变换 ， 使 得 g = 0. 
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沿用 Dolbeault-Tomassini-Zaitsev 中 的 记号 和 定义 ， 进 一 步 称 0 是 
一 个 不 完全 退化 的 平坦 CR 育 异 点 ， 如 果 可 以 通过 线性 变换 ， 使 
得 q 取 实 值 . 

假设 0 是 一 个 不 完全 退化 的 平坦 CR 奇异 点 且 对 任意 的 z 都 
有 g(z,z) = A(z,z) 十 B(z,z) ER, HF 

A(z,Z) = > a,3%a%p, Bl(z,z) = 2Re( > bopzazp ), 


a,B=1 a,B=1 
那么 A(z,Z) 正定 的 条 件 与 坐标 变换 的 选取 无 关 . 假设 4 是 正定 的 ， 
那么 利用 经 典 的 Takagi 定理 ， 能 够 找到 一 个 线性 坐标 变换 (z,w), 
使 得 在 新 的 坐标 下 ，(A4, 0) 的 定义 函数 有 (4.1.1) 的 形式 ， 且 满足 


n 


q(z,2) = 2 [lza]? + Na (22 十 死 ?)|， 


a=} 
这 里 0 < < .< < co. 根据 Stolovitch 的 定义 ， 称 
{A1,… An} 为 推广 的 Bishop 不 变量 ， 如 果 对 任意 的 w， 有 
0< Xe <3. WFK 0 是 M 平坦 的 椭圆 CR 奇异 点 . 注意 到 0 e M 
是 一 个 平坦 的 椭圆 CR 奇异 点 当 且 仅 当 在 M 的 一 个 特定 的 形 如 
(4.1.1) 的 定义 函数 中 ， 可 以 使 得 对 z 40 有 g(z,z) > 0 (这 个 定义 
与 [DTZ05] 中 平坦 的 椭圆 CR 奇异 点 相同 ). 如 果 对 所 有 的 a 都 有 


双 曲 性 的 更 一 般 讨 论 ， 有 兴趣 的 读者 可 参见 Stolovitch [Sto]. 

沿用 上 面 的 术语 ， 定 理 1.2.3 中 的 流 形 在 CR 奇异 点 的 所 有 推 
广 的 Bishiop 不 变量 为 0 . 在 [Gon94al, [Sto] 中 ， 他 们 研究 了 所 有 
推广 的 Bishop 不 变量 为 0 的 曲面 的 收敛 性 问题 .前面 已 经 提 到 ， 
研究 Bishop 不 变量 为 0 的 方法 与 研究 Bishop 不 变量 不 为 0 的 方 
法 有 相当 大 的 差异 (参见 [MW83], [Mos85], [Gon94b], [Sto]). 现在 
我 们 转 到 所 有 推广 的 Bishop 不 变量 为 0 的 情况 . 


4.2 一 类 余 维 数 为 2 的 CR 奇异 
流 形 的 拟 正 规 型 


假设 E(z,z) 和 f(z,w) 分 别 为 (z,z) 和 (z,w) 的 不 含 常数 项 
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WERAK. 我 们 称 Ord (EE(z,z)) > k， 如 果 
El(tz,tz) = O(t"); 

同 理 ， 称 Ordu(f(z,w)) > k, WR f(tz,t2w) = O(t"). 定义 z,Z 
WALA 1, w 的 权 为 2. 对 于 一 个 单项 式 h(z,w)， 它 的 权 根 据 上 面 
的 权 系统 定义 ， 记 为 deg,uh. 用 EW(z,z) 和 fO(z,w) 分 别 表示 
E fl f 420 的 展开 式 中 权 为 t 的 单项 式 的 和 . 

对 于 1<k<n, id up = 并 lal? AxtF2<k<n, > 
ve = ET Jail? 一 | 你 | 2. 我 们 也 记 u = un = |z|?. 在 下 文中 ， 我 们 
有 如 下 的 约定 : 当 7 >1 时， er ap 定义 为 0. 

首先 ， 证 明 下 面 的 基本 引 理 : 


引 理 4.2.1 Spanc{|z|2… ,|2n|?} = Span{fuvz ,un}. 进 
一 步 ， 对 每 个 固定 的 i 满足 1<i<n,， Ea 能 唯一 地 由 u, U2, ,vn 
线性 表示 : 


jal =2°* (: 十 Da | 


h=2 
zil? = 2—(n+1-i) & y n-ho, = 2a) ,对 于 2<i<n. 
h=i+1 
(4.2.1) 
iE ”由 直接 的 计算 ， 有 


ya (u+ Eata) 
h=2 
n n h—1 
= gi-n bs EA +4 Py Jz? = laf) 
i=1 h=2 t=1 
三 型 一 (C +5 a) jal? 
h=2 
n-1 n 
+5 (1 +) r>- z=) 
j=2 


h=j+1 


= 2-92" Hay?) = Jaf; 
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g-(n+1-i) (u+ > anhy, = 2") 


h=i+1 
h-1 
-2 Solaa Da (Slat lza?) 
i=1 h=i+l1 j=1 
as (5 |z;|? = a) 
j=l 
siai WF i> 2. 


因此 有 spanc{|z1|?,--- , |2n|?} = spang{u, va ,vn}. 引 理 的 唯一 
性 显然 . E 
对 于 (C*,0) 到 自身 的 一 个 形式 (全 纯 ) 变换 f(z,w)， 我 们 记 
f(z,w) = (fi(z,w), +- , fa(z,w)), 
hew= X faw), (4.2.2) 


(irse sin) 
I= (in ,in) B Z = 2 i 
Ww E(z,z) 2 —-TEARRRA, WE E(0)=0. 现在 证 明 如 
下 引 理 : 


引 理 4.2.2 E(z,z) 有 如 下 展开 : 


E(z,Z) = El(r, Nn (U,V2,* Un)z z 
{ik-jn=0, k=1.…… n} 
= bP sA 2 ah ret, (4.2.3) 


{ik-je=0, K=1,--- nr} 
Rema: 总 是 记 I = (i ,in), J = (万 dn) 
= (ki1,- r > oka) zl = gr: ++ gin B zI cus zi)... gin, 进一步 ， 
B®, AM E 唯一 决定 . 


证 由 引 理 4.2.1 A, {jal} 和 {u, ve,--- ,vn} 可 以 相互 唯 
一 表示 ， 我 们 有 (4.2.3) 中 展开 的 存在 性 . 要 证 明 引 理 4.2.2， 只 需 
要 证 明 如 下 的 断言 : 
ER az a 0 4B EM), I=. 
(I,J,K)EA(N,N*) 
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其 中 ， 我 们 定义 
A(N, N”) le JK) € Zr x Zn x Z°, 对 所 有 的 1<1<n, 


Au- je =, tr, 51k > 0, H$ (4+ ki) =N, 


i=] 
Datan} 
i=1 
假设 已 = (p Pn), Q = (9 gn) 其 中 pi1,… Pas Gy ,qn 
为 满足 |P| = N, |Q| = N* 的 非 负 整 数 . 我 们 定义 
A(N, N*; P,Q) ={ (1, J, K) € A(N, N*): 对 所 有 的 1<1<n, 
都 有 :j= 二 0, inju ki 20, i+ ki = p, 
jth =a}. 
现在 ， 假 设 


P B sal = 0. 
(1,J,K)EA(N,N*) 


MAA 
Erh 三 0， 对 所 有 满足 |P| = N, 
(I,J, K)€A(N,N*;P,Q) 
IQ| = N* 的 P,Q 都 成 立 . 
接着 我 们 断言 A(N, N*; P,Q) 中 至 多 含有 一 个 元 素 . 事实 上 ， 对 于 
1<Il<n, (I,J,K) € A(N,N*;P,Q) 当 且 仅 当 
ytkh=p, N+kh=q, uj =O. 
ME, WR, =0, A ki = p. AWN j= gi 一 pi > 0， 所 以 在 这 种 
情况 下 ，gi > p. 如 果 刻 =0， 那 么 k= q. ANi=p-q>0, 
所 以 在 这 种 情况 下 ， Pl > qı- 因此 ， 当 Pl # qı 时 ， in ji 由 Pl 和 qı 
唯一 决定 . p= q 时 ， 容 易 看 出 ù= j= 0, ki = q = p. 这 样 
就 完成 了 断言 的 证 明 . 因此 引 理 4.2.2 成 立 . 国 
现在 假设 MCC"! 是 一 个 形式 流 形 ， 由 如 下 方程 定义 : 
w = |z|? + E(z, 2), (4.2.4) 
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HA E WA (z,Z) 的 Ord(E) > 3 的 形式 震级 数 . 对 (4.2.4)， 我 们 有 
如 下 关于 (z,w) WIRE: 
Z=F=2z+f(z,w), Ordus(f) > 2, 
w =G=w+ g(z,w), Ordu:(g) > 3. 
we € 2m 为 第 7 个 位 置 为 1、 其 他 位 置 为 0 的 向 量 . 现在 给 
tH (M,0) 的 如 下 形式 拟 正规 型 ; 


(4.2.5) 


定理 4.2.1 存在 唯一 一 个 形 如 (4.2.5) 的 形式 变换 满足 正规 性 
条 件 


jio(u) =0, 1<i<n; 
fice lu) =O T 1<j<i< n; (4.2.6) 
fice (u) =0, Im (fice (u)) =0 HF 2<i<n, 

且 把 M 变换 到 一 个 由 如 下 拟 正 规 型 方程 定义 的 形式 子 流 形 : 


w = |2'|? + v(2',2’), (4.2.7) 
其 中 =O(|2'*), p 有 如 下 的 唯一 展开 : 
eo 2. P17)Z Z" 
ii:ji=0, l=1,--- n 
= 》, tr 2 hia n, (4.2.8) 


ik'jk=0, kK=1,--- ;人 
且 对 任意 的 > 0, 1 > 1,7T > 2， 下 述 正 规 化 条 件 满足 : 


(rel) _ o. 
Pto.) =0; 


Reta =0, HF 2<i<n; 
l è å 
P =O, MF E> Jj; 
l l ke, +e; 
Pre) = Poh = Ta as 0, 对 于 |I| > 1; 


ke : 
oe 0, tT h >1, |Z| > 2, tp = 0; 


(4.2.9) 


(0) (0) 
Pior 三 Pio) |I| > 2. 


证 只 需要 证 明 在 (4.2.6) 和 (4.2.9) 的 正规 性 条 件 下 ， 下 述 以 
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(f,9, o) 为 未 知 数 的 方程 有 唯一 的 解 : 


n 


w + g(z,w) =. (zi + filz, w)) (A+ fi(z,w)) 


i=1 
+ y(z+ f(z,w), Z+ f(z,w)). - (4.2.10) 
合并 上 述 方程 中 次 数 为 t 的 项 ， 我 们 得 到 ， 对 任意 的 t > 3, 


EO (z, 2) +9(z,u) =2Re 》 (ff? (z,u)) + eM (z, 2) . 


i=1 


+ 1(z,2z), (4.2.11) 


这 里 ，Tb(z, 习 是 一 个 次 数 为 t 的 齐 次 多 项 式 ， 且 只 依赖 于 
go, fe), ~, Hho < 上 因此 ， 由 归纳 法 ， 只 需要 证 明 在 
上 面 的 正规 型 条 件 下 可 唯一 地 求解 下 述 方 程 : 


T(z,z) + g(z,u) = aRe( afte u)) +ọ(z,z). (4.2.12) 


=l 
事实 上 ， 如 果 能 求解 (4.2.12)， 那 么 能 从 (4.2.11) 开始 ， 令 上 = 3 
A= 五 3). 这 样 我 们 得 到 (FO,G). 现在 ， 用 


H, = (z,w) + (F®,G) 
来 变换 M. 这 样 新 的 流 形 正 规 化 到 次 数 3. 假设 
H = (F,G) = (z + Our(3), w + Our(4)) 


是 正规 化 了 的 映射 .在 (4.2.11) PO t= 4， 可 以 唯一 地 决定 
(F®,G). 用 H = (z,w) + (FO, GO) 来 变换 流 形 ， 我 们 得 到 一 
个 正规 化 到 4 的 流 形 . 这 样 定理 4.2.1 的 存在 性 证 明 可 以 用 归纳 性 
证 明 . 

把 r Al o 如 同 (4.2.3) 和 (4.2.8) 那样 展开 ， 且 把 f,g 如 同 
(4.2.2) 那样 展开 . 利用 引 理 4.2.2， 考 虑 (4.2.12) 中 满足 ù- ji = 
0, 1 = 1,… ,n 的 227 项 ， 得 到 下 面 的 方程 组 : 


nm 


22s — go) + 2 Re (lel? fi(ey)) + 20,0) = Tooi (4.2.13) 
i=1 
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nr 
— Hes) + fi,(0) + > (zil? fi,(estes) + P(e;,0) = Tles,0); 


25.557 i=l 
oA) * n 
fico) 十 >》 leil? Ficertes) + P,e) = Toes): 
i=1 
MF1l<j<n; (4.2.14) 
=, Tikes) + Fete + Plei,e;) = Ikei) 
Zij : 
fi(ei) + fite;) + Plessei) = Teyei); 
XF i £j; (4.2.15) 
i + ei = Los A 
gat whe L) + Plens) = Tei,y) 
fica) + (ae) = Tae): 
对 于 |J > 2, ji = 0; (4.2.16) 
—9 + >> (ll? firey) + pe0) = Tiro) 
zz: “5 i=l 
5 (lzil fi,crres)) + pl0,7) = To,n), 
i=1 
对 于 |I| > 2; (4.2.17) 
227: gas) = Ty) MF JIII] > 2, iji =0, 
l=1,---,n. (4.2.18) 


这 里 ， 我 们 详细 求解 (4.2.17) .其 他 方程 组 可 同样 求解 (事实 
上 ,更 简单 ). 


首先 把 (4.2.1) 代入 (4.2.17)， 然 后 分 别 合 并 关于 v2,-… ,vn 的 
OI. 1 次 项 和 高 次 项 ， 同 时 把 u 看 成 一 个 参数 . 由 引 理 4.2.2， 
有 如 下 的 方程 组 : 


ke i 
> ie =- gn(u) + oat fs cries) 
a oe 


i—l—n ke, 
T >, 2 Ufi (I+e:) 丰 >. Ore 
i=2 k 
(4.2.19) 
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j—1 
kei +e ae tej 
2 Put =2 *fitey +)? 9 fires) 
i=2 
kei+e 
— 2° ‘fatten +D oao naf, J2; 
(4.2.20) 
v a a hy tows + hy B25 
(4.2.21) 
ke, i—-l—n, ft 
XT, pu E = 2u fi (rer) 十 》 2 Fy fe trte) 
i=2 
key 
十 》 tout; (4.2.22) 
k 
j-l 
kei +e; er 145 
pari: Hak 9 Tiree) + >, 2 Theres) 
k i=2 
ke, +e; 5 
= Pre + vo ub, j>2; 
(4.2.23) 
Vay eT er tbe, Se. 
(4.2.24) 
利用 y 的 正规 化 条 件 且 在 (4.2.19), (4.2.22) 中 令 w= 0 ， 得 到 


(0) __ (0) (0) (0) 
Tro) = TROE (0) + pero Ton = Porn 


HEREZE, oo = Pon? FE oro = ro. B. 
g1)(0) = ry A = Te (4.2.25) 
在 (4.2.23) 中 分 别 令 j = 2,… ,n， 然 后 把 它们 和 (4.2.22) 一 起 


加 起 来 . 由 正规 化 条 件 lle = gE") 二 0 对 所 有 的 之 0, 1 之 1 
成 立 ， 得 到 


hand) = yy ST reee, (49.96) 


k>1 k>0 j=2 
在 (4.2.20) 中 减 去 (4.2.23) WEHE, A 
keı+ej kei +e; ke, +e; i 

Gio =laa lens Jg ken (22) 
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由 (4.2.19) 和 (4.2. 类 似 地 ， 可 以 得 到 


gn(u) = HC pay e ee (4.2.28) 
回 到 可 以 归纳 地 得 到 
ke 
fide; (u =) ra 
k>1 
(keriteni) kei +e; 
+E e 
k>0 i=0 
2<j <n. (4.2.29) 
E, H (4.2.13), A 


key kei +e; 
sot) = 5 (TE “\- Re( E wt); 
k ana 


k>2 >1 j=2 n 
(4.2.30) 
1 h—1 
= (kei +e;) (kei +en) 
files = 3 > ( — 5 Reia u") — 2Re(T yoo) x 只 小 
k>1 j=2 
h > 2: (4.2.31) 
ke (kei +e;) 
poo = Too) — X Too u" - Re( yD Tos wv). 
k>2 k>1,j=2,--,n 
(4.2.32) 


从 (4.2.14), #2 
fitere lu) = wie A ETE Dat, (4.2.33) 


k>1 k>0 i=2 


k 
: fi(eytei) (t) = > pe 1 


k>1 
n—i—l peated 
Fii S 
‘oh ae) 
- k>0 
对 于 2<i<n; (4.2.34) 
ke, ke, 
Jelu) = hm re AEL (4.2.35) 
k=1 
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(kel 十 el) = pete) = pikete) 1>2 k>0: 


(e;,0) (ei;,0) (0,e;) 
(4.2.36) 
Tae a lla aa = a ee ko EE E kn > 2: 
- (4.2.37) 
C ee = inte EARE by poe tk, > 2 
(4.2.38) 
M (4.2.15), # 
ke, - . 
fie ju) = n a, id (4.2.39) 
k=1 
Petes = Peay les 124 B21 (4.2.40) 
(kieitkzea2t:+knen) __ (eael 十 kze2 十 … 十 kren) 
(ei,e;) ~~ (€:,€;) : 
对 于 ka+- + knl. (4.2.41) 
由 (4.2.16)， 可 以 得 到 
ke è 
fin (u) = ae, 1<i<n, (4.2.42) 


k>0 


ke k k A 
T E mh ~ Tres isisn, k2 0, 


(4.2.43) 

I iL hen ee 
(4.2.44) 

oe ania = lo dats k2 he eps of kn > 1, 
(4.2.45) 


其 中 |J| > 2 H ji = 0. 
归纳 上 面 得 到 的 解 ， 我 们 有 如 下 的 解 (也 可 以 直接 证 明 它 们 确 
实 为 (4.2.12) 的 解 且 满足 (4.2.6) 和 (4.2.9)) 中 的 正规 化 条 件 : 


F,(z,u) = 2 + fiz, u) 
-ae 


k20,j1=0,|J|21 |Z|>1 
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F(z, u) = Zh + fr(z,u) 


= 2, + 3 bD (- Yo Relist k) — e(r ut) ) 


k>1 
(ke y „I plte) yk 
+ DO aant t Ly oT yen )u 
k>1, i>h k>0, jn=0, |J|>2 
4 > giten gin) ， n>h>2, 
HES 


G(z,u) =u + g(z, u) 


= (kel) k _ (Kel 十 ej) k+1 
=u+(-Drgge-rà D reg u)) 


k>2 k>1, j=2,… n 


zuk (re (ke1) 
+. (rep - ree). 


k>0, |I|>1 


p(s = (22) + ole) -2Re( Yzf), 


4=1 
(4.2.46) 
其 中 
(1) (kei), k—1 (kei +e:) uk, 
SP = Tont ET 
k>1 k>0 i=2 
n—h-1___ "ae 
(h) _ (ke1), k— 1 十 erteni uk 
人 
k>1 k>0 i=0 
(kei+en) k 
ee Mas BohkhsSn 
k>0 


这 样 就 完成 了 定理 4.2.1 的 证 明 . W 

假设 (M,0) 由 (4.2.4) 定义 . 称 (M*,0) 是 (M,0) 的 一 个 形式 
拟 正规 型 ， 如 果 (M*,0) 形式 等 价 于 (M,0) E M* H w= |z|? +g 
定义 ， 其 中 yp. 满足 (4.2.12) 中 的 正规 化 条 件 . 注意 到 (M,0) 的 拟 
正规 型 不 是 唯一 的 . 进一步 ， 我 们 有 如 下 的 说 明 : 


注 4.2.1 (1) 定理 4.2.1 中 的 拟 正规 型 同时 包含 着 所 研究 点 的 
奇异 CR 结构 和 部 分 强 拟 凸 CR 结构 的 性 质 . 比如 C3 中 由 下 述 拟 
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正规 型 方程 给 出 的 子 流 形 : 
= |»|2 Ji yd = mdi gd 
M: w= |z| +2Re >», (aijai 2) + F bigi 22”. 
Jı +j223 jı22, j222 


(4.2.48) 
这 里 调和 项 Re Dy, +4.>3(Gnin 2) 代表 M 在 0 点 的 CR 结构 
性 质 ， 这 个 项 类 似 于 Moser 在 [Mos85] 中 拟 正 规 型 的 CR 奇异 性 . 
混合 项 YD, 305,500). 521 2” 则 包含 着 0 点 的 部 分 CR 结构 ， 类 
似 于 Chern-Moser 在 CR 情形 [CM74] 中 的 正规 型 ( 即 (1.1.3)). 
(2) 假设 M 在 0 点 附近 由 方程 由 = |2|? + Elz, z) 所 定义 ， 其 
中 Ord(E) > 3 H E(z,Z) = E(z,z). 把 M 映 到 定理 4.2.1 中 正规 
型 的 映射 H(z,w) = (F(z,w),G(z,w)), C4 w- 部 分 G(z,u) 只 是 
u 的 函数 ， 且 由 公式 (4.2.46)， 是 一 个 形式 实 值 . 这 是 因为 (4.2.46) 
中 的 ELH 4.2.1 的 证 明 的 每 一 个 步骤 里 都 是 形式 实 值 的 . A 
w, Æ M 的 拟 正 规 型 中 ， 由 定理 4.2.1 得 到 p 也 是 形式 实 值 ， 然 
而 ， 不 同 于 二 维 情形 的 是 ， 这 对 一 般 的 M 不 再 成 立 . 事实 上 ， 我 
们 在 定理 1.2.6 得 到 M 能 形式 平坦 化 当 且 仅 当 它 的 拟 正规 型 是 一 
个 形式 实 值 函数 . 


4.3 用 二 次 曲面 的 自 同 构 对 全 纯 映 照 正 规 化 


在 这 一 节 里 ， 首 先 计 算 CH 中 由 w = Oe, al? 定义 的 模型 
空间 Mo 的 保 原点 自 同 构 群 . 记 Auto(M..) 为 (Mw,0) 的 全 纯 自 
同 构 群 . 我 们 有 如 下 的 命题 : 


命题 4.3.1 Auto(M..) 由 (4.3.1) 或 (4.3.2) 构成 : 


z' = b(w) jwa(w) ER) alw) + V1— wa(w)a(w) 


(a(w), a(w)) 
ao) 1 
C- Ta O) i) 
w = b(w)b(w)w, 
(4.3.1) 
(z',w') = (b(w)zU(w), b(w)b(w)w), (4.3.2) 
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其 中 a= (ar, ân)» Dj- a;(0)a;(0) <1, (z, @) = ie aX, 
b(0) #0, a(0) #0, U(Re(w)) R—* BFE, a(w),b(w),U(w) 是 
whee BR. 


证 idw=24+V-ly, FU (F,G) € Auto(Mw). MR z x0, 
则 Im(G(z, |z|?)) = 0. AA M IME 0 点 附近 如 下 定义 的 一 簇 圆 
盘 : 


B, = {(z,w) €C"™™ :w=2+v7-ly, y =0, g=r* > |z2|}. 
可 以 看 出 Im(G(z,x)) = 0, WR z x 0 H z(€ R) ~ 0. 因此 ， 
G(z,w) = G(w) = cw + o(w) (c > 0) 不 依赖 于 z 且 当 w = z 为 实 
值 时 取 实 值 . 

这 样 对 任意 的 7 > 0, F(z,r?) 是 一 个 从 |z|? < r? 到 |z|? < 
G(r?) 的 双全 纯 变 换 . 利用 单位 球 的 显 式 表达 式 (参见 [Rud80])， 要 
A 

É ,a(r)) 
a, (a(r), a(r)) 


2 alr 
to ai - deea” 
(4.3.3) 
其 中 U(r) EDMEE v= y1- aral), a#0, BA 
F(z,72) = /G(r) (=) U(r). (4.3.4) 


id G(x) = xb(x)b(x) 满足 6(0) #0 且 blw) 关于 w 全 纯 . 在 (4.3.4) 
Ht, F(z,r) = b(x)zU(r)eY— 是 实 解析 的 ， 其 中 9(z) 是 
z 的 取 实 值 的 实 解析 函数 . 因此 ，Mz)U(rjeY-Iee) 是 下 关于 > 的 
Jacobi 矩阵 . 因为 eTO) 和 b(x)(4 0) 同 为 z < 0 时 的 实 解析 函 
数 ， 我 们 得 到 U(r) 为 z 的 实 解析 函数 . 所 以 U(w) 为 w 的 解析 函 
数 . id U(z)ei9(?) A U(x). 我 们 得 到 命题 4.3.1 在 (4.3.2) 情况 下 
的 证 明 . 


F(z,r?) = VG(r2) po- —_——a(r) 
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# a0, E G(w) = wb(w)b(w) H. 5(0) 40, 我们 有 
rA = bf | pal — (z, a(7)) ate 
Fler?) = blr’) [ralr) — AAO alr) 
_(z,a(w)) —_— = 
+o(2- COE ary) a(r 咱 : ON U(r). 


因为 f(z,w) 关于 (z,w) 全 纯 且 f(0,w) = b(w)/wa(Vw)U*(/w) 
满足 U* = U, PLA wal /w)U*(/w) KF w 全 纯 . 特别 地 ， 
en ie 进一步 ， 


la| 


AE (0,w) = b(w) (eae + vei) U* (Jw) 
是 解析 的 . 因为 Vwa(/w)U* (jw) 实 解析 的 ， 所 以 
(Maia + vei) VOTU aa) 


= ((\al? — v — 1) + v) ra 
也 是 实 解析 的 ， 这 里 (-)* 表示 矩阵 转 置 . 因为 (la|? — v- 1) + 
v = lol 一 1 是 实 解析 的 ， 所 以 ra; 和 也 关于 w 解析， 由 
Vwa(/w)U* (Jw) 和 ra; 都 是 实 解析 的 可 得 U*(Vw) 是 实 解析 的 . 
仍 把 e 记 为 a， 进一步， 我 们 得 到 定理 中 的 下 述 性 质 : 


F(z,w) = b(w) 区 一 sal) + V1l— wa(lw)a(w) 


(z alw) EEIN, 
(et) = 
G(w) = b(w)b(w)w. 
这 就 完成 了 命题 4.3.1 的 证 明 . m 


注 4.3.1 在 命题 4.3.1 中 ， 如 果 让 a(w),b(w),U(w) A w 的 形 
式 震 级 数 ， 其 中 a(0),b(0) 40 E (a(0),a(0)) <1, U(x). U(x) = 
I, ABA (4.3.1) 和 (4.3.2) 给 出 了 Mo 的 形式 自 同 构 群 ， 即 可 能 不 
WSK. 把 这 样 得 到 的 自 同 构 记 为 auto(M。). 可 以 证 明 auto(Moo) 
包含 (Me,0) 中 的 所 有 形式 自 同 构 . 


现在 假设 H = (F/G) 是 (C"+1,0) 到 (C”"+1,0) 的 一 个 形式 等 
价 映射 ， 把 形 如 w = |z|? + Oll) 的 方程 定义 的 形式 子 流 形 映 到 
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形 如 w= |z|? + O(|z|?) 的 方程 定义 的 形式 子 流 形 . 接 下 来 的 引 理 我 
们 要 证 明 ， 总 是 可 以 通过 对 H 从 左边 复合 auto(M.) 中 的 一 个 元 
素 ， 来 得 到 一 个 正规 化 的 映射 . 这 个 事实 将 被 用 来 证 明定 理 1.2.5. 
接 下 来 ， 我 们 定义 v(g,a) = /1—g- alg) alg). 


引 理 4.3.1 存在 唯一 的 一 个 自 同 构 了 Te auto(M.) 使 得 To 万 
满足 (4.2.6) 中 的 正规 化 条 件 . HH 是 双全 纯 时 ，T E Auto(M,). 


证 首先 ， 通 过 复合 w = |e w, z = czU 这 样 一 个 自 同 构 ， 
可 以 假设 下 =z+Ouwi(2) A G=w+O0,.(3) (参见 [Hu04]). 这 里 
c 是 一 个 非 零 常数 ， 且 U 是 一 个 特定 的 nxn PERE. 

在 (4.3.1) FS b(w) = 1, aj = aj(w)， 


ai = +++ = aj- = O54) =*= an = 0, 
AU =I. 我们 得 到 M。 的 如 下 自 同 构 群 : 
T. - (fees Uw, aj )zj-1 Zj- Way 
i 1 — aj2z; , f 1 = 的 分 "1— Gz; 
u(w, &j)Zj+1 u(w,a;)Zn 
1 — ajz; a 1 — 02 ww). 


H; = (Fig) G) = Tj oTj-1 0 --- oT, o H, 
Ho = H; 
co 
通过 直接 计算 可 得 对 于 1 <i< 了 有 (OP)io(u) = 0. 特别 地 ， 对 
1<i<n, A (Fio (u) =0. 
把 A, 仍 记 为 H. 对 于 i < j + b(w) = 1, a = 0， 且 在 
(4.3.1) 中 定义 


(4.3.5) 


I 0 0 0 0 

0 cos# 0 —sing; 0 
U=| öö 0- 0 oO], 

0 sind; 0 cos 0 

0 0 0 0 I 
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其 中 cos 0; ZE i {TMA j 列 . 那么 可 以 得 到 一 个 自 同 构 ZT. 定义 
Hi = (İF, iG) 
=Tio...oTiioTilo...oT’ lo...oTlo...oT} of, 


(a ated i-1G -1 
me Ti oi) reed 
8 = n es 


J GF); e) ; =i Shee 
arctan | = ] o (iGo (w ， 了 天 1 十 |. 
(ae E 1 (0) )) 
(4.3.6) 


那么 可 以 归纳 地 证 明 Hi 满足 
GF)o =0, GF )ecex) =0, 
对 于 1=i, i 二 1<k<j 或 1<i 1+1<k<n. 
特别 地 ， 我 们 有 Heo) 满足 
COR) =0, (2 IF)ie) =0 对 于 1<j<i<n. 
仍 把 Ht WAH, AEX 有 H'=ToH =(F',G')， 其 中 
T = (d(w)z,d(w)d(wyw), d= a o (G(w)). 
那么 H' 满足 
(Fo) =0, (PF)iey =1, (Fines) =O WF 1S j<isn. 
最 后 ， 对 上 述 映 射 从 左边 复合 下 述 旋 转 : 
T= (21; Baza,-** , Bnn, W), 


记忆 (ey (WwW) sta 
Eiet): (Fiel) 


使 得 H' 满足 (4.2.6) 中 的 正规 化 条 件 . 这 就 证 明了 引 理 中 的 存在 性 
部 分 . 
接着 , 假设 H = (F,G) = (z + Our(2), w + Owr(3)) 和 
H = (F,G) =T o H = (z + Ouz(2), w + Ow(3)) 
同时 满足 正规 化 条 件 (4.2.6). 这 里 T 是 Mo 的 一 个 自 同 构 . 因为 
T(0,w) =0, T 一 定 为 (4.3.2) 中 的 形式 . 因此 ， 
T = (b(w)zU (w), b(w)b(w)w). 
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由 H, A 满足 正规 化 条 件 (4.2.6)， 可 以 得 到 
1 


0 
Fz (ez) 
* A 
Fole 
: 0 
F2 (e2) 
=b (Go (w)) ae U(Go(w)), 
F . 
Faken) 


(4.3.7) 
其 中 U(r) AHER, H 
Im(Fi,(e,)(0, u)) = Im(F;,e,) (0, u)) = 0. 
考虑 两 边 第 一 行 的 范 数 ， 我 们 得 到 ， 如 果 Go) (w) = Go) (w) 就 
有 b(Golw)) :8Go(o)) = 1. ALA Go(w) = wt o(w), PLA 
b(w)b(w) =1, Alt T = (b(w)zU(w), w). id 
u1 “ve Unn 
b(w)U(w) = U(w) = 
Uni *** Unn 
WAF U 在 w=z 是 一 个 下 三 角 的 酋 矩 阵 . AS i AGN, ie 
有 Ui (Ww) (Ww) =1H Wi; = 0. 注意 到 üy = 1H : 
Fey (w) = ulw) + Five, (w) 对 所 有 的 2 <i <n 成立， 
因为 Fi e(z), Five, (x) = 1+0(x) 都 取 实 值 ， 我 们 得 到 wii(z) = 1. 
这 样 就 完成 了 引 理 4.3.1 唯一 性 的 证 明 . m 


引 理 4.3.2 假设 H 是 一 个 从 w = |e? + ylz, z) Bw! = 
JZ? + (zZ) 的 等 价 映射 ， 且 满足 H(0) = 0， 这 里 p 和 op! 都 满 
足 正规 化 条 件 (4.2.9). 定义 s,s' TAA p 和 wp' 中 不 为 零 项 的 最 小 
AH, MA s=s'. 
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证 Ss Fs 时， 我 们 希望 找到 矛盾 . 不 失 一 般 性 ， 假 设 
s < s'， 否 则 考虑 A. 还 假设 了 为 Mo WHAM. ATO 
满足 (4.2.6) 中 的 正规 化 条 件 . 如 果 工 把 w = |z|? + yz, 2’) 变换 
到 w” = |z”|2 十 etl 而 且 s” Ay” 中 不 为 零 项 的 最 小 次 数 . 
我 们 断言 =”. 否则 ， 不 失 一 般 性 ， 可 以 假设 s' < s/. 

ET (KF (2',w")) 的 线性 部 分 为 (z” = z B+Dw', w" = dw’), 
其 中 Be GL(n,C), d40. 那么 通过 直接 计算 可 得 

yp") (2! B, z B) = dp (z',2'). 
这 样 就 得 到 了 了 矛盾 . 

WE, ToH 把 w= |e? +p SRA w” = lz”? +o”, HH 
ToH,p 分 别 如 同 (4.2.6) 和 (4.2.9) 中 那样 正规 化 . 同时 有 s< s”. 
注意 到 现在 To 把 w= |z|? 二 et 变换 到 

w =|z|?, mod O(|(21, peal). 
这 与 定理 4.2.1 中 正规 型 的 唯一 性 矛盾 ， 从 而 引 理 4.3.2 得 证 . m 

我 们 称 由 (4.2.4) 定义 的 实 2n 维 形式 子 流 形 (M, 0) 能 形式 平坦 
化 ， 如 果 存 在 一 个 形式 坐标 变换 (z, w) = H(z, w) 满足 H(0) = 0， 
使 得 在 新 的 坐标 下 ，(AM, 0) 由 形 如 w' = E*(2’, 2’) HWE 

E (a, 2") = E*(2',2’) 2) 
的 形式 方程 所 定义 . 对 于 (M,0) 中 的 正规 型 w = |z|? + v(z,z), H 
中 y 满足 (4.2.9) 中 的 正规 化 条 件 ， 称 它 是 一 个 平坦 的 拟 正规 型 ， 
如 果 p 是 形式 实 值 . 有 了 这 些 准备 工作 ， 现 在 开始 证 明定 理 1.2.6. 

定理 1.2.6 的 证 明 首先 ， 由 注 4.2.1 (2)， 有 (i) 和 (ii) 等 
价 . 又 (ii) A (iii) 的 特殊 情况 ， 所 以 只 需要 证 明 如 果 (i 成 立 ， 则 
必然 有 (iii) 也 成 立 . 设 w = zz 十 wp(z,z) 为 M 的 任意 拟 正规 型 ， 
由 (i) 知 ， 存 在 一 个 从 w = zz 十 p(z,z) 到 一 个 平坦 的 拟 正规 型 
w = zZ + y'(z,Z) 的 形式 映射 H. 由 引 理 4.3.1， 可 以 对 H ME 
WRF auto(M。) 中 的 一 个 元 素 T, To H 满足 正规 化 条 件 
(4.2.6). 设 工 把 w= zz 十 9p'(z,Zz) 映 到 w = 五 (z,z). HERB, T 
把 平坦 子 流 形 映 到 一 个 平坦 子 流 形 ， 从 而 H 满足 实 值 条 件 . 现在 
由 定理 4.2.1， 存 在 满足 (4.2.6) 的 正规 化 映射 A*, 42 w= H(z, Z) 
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映 到 正规 型 w = zz + p"(z,zZ). AYE 4.2.1, y"(z,zZ) 取 实 值 . 这 
样 ， 就 得 到 了 一 个 满足 正规 型 条 件 (4.2.6) 的 映射 H*oToH, 它 
把 开始 给 定 的 拟 正规 型 映 到 一 个 平坦 的 拟 正规 型 . 由 定理 4.2.1， 有 
H*oToH=id H p= yp”， 从 而 定理 1.2.6 Gil. m 


注 4.3.2 ”由 定理 1.2.6， 可 以 看 出 由 (4.2.48) 定义 的 M 能 
坦 化 当 且 仅 当 对 任意 的 ij 有 b= bz. 


4.4 主要 定理 的 收敛 性 证 明 


在 这 一 节 ， 我 们 用 快速 迭代 法 来 证 明定 理 1.2.5. 假设 M 由 如 
下 方程 定义 : 
w = (z, Z) = |z|? + E(z, 2), (4.4.1) 


其 中 EB(z,é) 2 =€=0 点 附近 的 全 纯 函数 且 消 失 阶 > 3. 同时 假 
BH = (FG) = (z + f,w + g) 是 满足 (4.2.5) 中 正规 型 的 全 纯 映 
R= (r1, T2, ,Tn) = (273r, 27° r, 2 T r 27r, r). 

(4.4.2) 
那么 
BP= (2-88)? = Or”. 
h=2 
现 定 义 区 域 : 

A, = {(z;w): lail <ra lw] < 2r}, 

D, = {(z,€): lal <ra l&l <ra HF IS <n}. 
如 果 Elz, E) 为 定义 在 D, 上 的 全 纯 函数 ， 我 们 定义 E(z,z) 在 Dr 
上 的 范 数 如 下 : 

> | 召 | = sup |E(z,€)|. (4.4.4) 
(z,€)ED, 


(4.4.3) 


同时 对 于 定义 在 A, 上 的 全 纯 映照 A(z,w), EX 
|A|, = sup |h(z,w)|. (4.4.5) 
(z,w)E Ar 
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通过 一 个 伸缩 变换 (z,é,w) 一 ，(az,at,azw)， 可 以 假设 已 在 Dy 
上 全 纯 且 对 一 个 给 定 的 很 小 的 n> 0， 有 | 再 h <n. 
假设 H 把 M 映射 到 二 次 型 w! = |e. 那么 有 如 下 方程 : 


E(z,z) + g(z,$) = 2Re( > afi(z, $)) +I OP. (4.4.6) 
i=1 
我 们 考虑 以 (f,9,~) 为 未 知 量 的 (4.4.6) 的 线性 方程 : 


E(z,Z) = —g(z,u) + 2Re( >) aifilz,u)) + y(z, Z), (4.4.7) 


t=]. 
其 中 p 满足 (4.2.9). 那么 (4.4.7) 的 唯一 解 由 公式 (4.2.46) 给 出 . 
然而 ， 我 们 将 对 解 (f,g,w) 作 一 个 截断 来 简化 我 们 的 估计 .假设 
Ord(E) > d > 3， 定 义 
f=f+Ow(2d— 3), deg,,,(f) <24d—4, ae 
g =+ Ow(2d— 2), deg,,.(g) < 2d — 3, + 
并 记 
F=z+f, G=w+4, H =(F,G), 
HO=(F,G), X% 


G(z, 2) = E(z,2) + ô(z, u) — 2Re( >) afi(z, u)). (4.4.9) 


i=1 


P(z, z) 一 p(z, z) = Orla)" *). 
假设 M' = O(M) 由 w = |z'|? + E'(2’,z’) 所 定义 . 选取 ,cy or 
使 得 
wa. ww 1 ay! ad on! 
ch rer o= 3(2r' +r), o = z (2r' + o). 


如 同 Moser 的 文章 [Mos85]， 下 面 的 引 理 将 是 运用 Moser 中 的 快速 
TA ARIA ARE BA KE 1.2.5 的 关键 . 


引 理 4.4.1 假设 M:w = |z|? + E(z,Z) 满足 定理 1.2.5 中 的 
条 件 且 Ord(E) > d, 入 和 B' 如 上 所 定义 ,那么 Ord(E') > 2d 一 2. 
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证 利用 (4.4.9), A 


E'(2',27) = (G(z,®) — g(z,u)) -2Re( 》 A(Alz,®) — Êl, u))) 
a | 
— | f(z, 8)| + Bz, 2). (4.4.10) 
H Ord(E) > d, H (4.2.46) 和 (4.2.47)， 我 们 得 到 Ord(f) > d—-1 
且 Ord(g) > d. 因此 ， 
Ord(9(z, 8) — 9(z,u)) > min{(d — 1) + d, 2d — 2} 
= 2d — 2, 
Ord(f,(z,) — fi(z,u)) > min{(d — 2) + d, 2d — 3} 
= 2d — 3, 
Ord(|f(z,®)|?) > 2(d— 1) = 2d — 2. 
所 以 Ord(E’ — 6) > 2d — 2. 由 引 理 4.3.2 和 假设 条 件 w = |z)? +E 


形式 等 价 于 w = |z|, RIEF s = co. 因此 Ord(y) > 24-2, M 
而 引 理 得 证 . m 


在 估计 公式 (4.2.46) 给 出 的 解 之 前 ， 首 先 有 下 述 引 理 : 


引 理 4.4.2 wRE AD, PA, MA 


|z] < < (E+ 2)" Elle 
(1,T) RI+T . (2r2)k? 
(kerte;)| < 2°(K+ 2)" Ell, 
Bera < RIT (2r2)k+1 ` 
证 “这 里 只 给 出 ees) | EER | 的 估计 ， 其 他 项 的 估计 同 


理 可 得 . 假设 


E= Y anotat baig znz Sf A. 
由 (4.2.2) 可 得 


Eo = >, Gigi tpi) 
J 
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k-1 
[wl + Soa «(Sin — sn) ty, i C wP) 


k=2 h=1 


a [one Sones] 
—|(n-1)jit+ 2 (n-ht jn 
HIB) = y TI. #2 , 
|J|=k 
: — [nDit Oo (m—h+ Din 
ea es 5 {ane i= | (4.4.11) 
|J|=k+1 
1 一 1 
2( i-a) } 
h=1 


HH Cauchy 估计 ， 


- [maine $ (n—n+ayin] 
[eR = | do anra 
) (1+7)2 
|J|=k 
||E ||, —[(n- Dit OC n— h+1)in] 
= RII? 
|J|=k 
PAIR 9-[(n-Dirt(n—Djat+in] 
E RI a AA a 
(k +1)" |El- 
= Riri? 
jara = pA fasas? Eo ia 
|J|=k+1 


(Eaa) 
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Ell, [Dat È r+] [ra 

a R2 haa 2 So in-i 

|J|=k+1 h=1 

[El on 

< © m aay k+l) 

iis k+1 
_ 2” (k +2)" (Ell, 
j RI (2r2)k+1 

这 里 我 们 用 到 了 下 述 事实 : 


Hnjn jn) EZ": M1 <Sh<n, Aj >O0k 
ji + j2 +-+ jn =k} < (k +1). 
这 就 完成 了 引 理 4.4.2 的 证 明 . m 


为 了 利用 快速 迭代 法 ,我 们 还 需要 方程 (4.4.7) 的 解 (4.2.46) 
的 下 述 估 计 : 


命题 4.4.1 假设 w = |z\?+E(z,zZ) 形式 等 价 于 Mo EXD, 
上 全 纯 ， 且 Ord(B) > d. 那么 由 (4.2.46) 给 出 的 解 满 足下 述 估计 : 


Bl i CA "Ble rgi 
ll rae ey 
< CNAE (oy 

IV files IVGlo< er ar (2)° ; (4.4.12) 


a) < (2d)*"||Ell, (024-2 
(Ple SG py (2) ; 
其 中 C(n) = 33n(n 十 1)2"+3. 
证 由 下 的 定义 (由 (4.4.8) 给 出 )， 可 以 看 出 Ord(f) >d-1 
且 deg,,, < 2d — 4. 根据 (4.2.46)， 对 于 2 <h<n， 可 以 得 到 
fr = A + A + A; + Aa, 
其 中 


1 = are j : 
A= 2. 57h ( 7 >, Re(Eioo)” Pash) 一 are (EG; ut) ) ， 
j=2 


d<2k+2<2d—3 
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aa = Bets 


i>h, d<2k+2<2d-3 


= J pplkei) „k 
i 2 Eljen t > 
|J|>1, d<|J|+2k+1<2d-3 
— 》 T 十 en ， k—-1 polker) = 
A, = z u Foon 


|I|>1, d<|I|+2k<2d-3 


n—h-1 
tt x >; ging pe) 
|I|>1, d<|I|+2k4+2<2d—3 i=0 
= zl ten yh {hen ten) 
[I|>1, d<|I|+2k+2<2d—3 
:二 Bı + Bo + Bs. 
由 引 理 4.4.2， 对 于 B1， 我 们 有 如 下 估计 : 
e 一 ke 
Billo = gitenyk IEE 
[I|>1, d<|T[+2k<2d—3 o 
NIte 2\k-1(k + 2)" ||E |, 
= 5 (R) T (20°) RI (2r2)k 
[I|>1, d<|I|+2k<2d—3 
P oon (k + 2) IE 
+ r 2r 
[I|>1, d<|I|+2k<2d—3 
oy ITI+2k—1 x 
£ py =) (2d)"||Ell, 


[I|>1, d<|I|+2k<2d—3 


< (2d)?"||E ||, a . 


r-o \r 
这 里 且 在 本 章 下 文中 ， 总 是 记 

R= (2-78 9, 2-8 9, 2-78" ge ,2749, 0). 
同时 我 们 用 到 了 下 述 事实 : 

Hiini ink) EZH: 对 于 1<h<n 有 


ink >0, X int+2k= 2d— i} < (2d)”. 


h=1 
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对 于 Bo; 我 们 有 


1 
zZ 


n- 


2 


h= 
| Ballo = 
[T|>1, d<|I]+2k+2<2d-—3 i=0 


k n—i 
T 十 en ut Et - ) 


e 

„2 É+ DPE 
RI. (2r2)k+1 

i a 


< > = 
fF 2r 
|I|>1, d<|I|+2k+2<2d-3 


r n2” (2d)”™ || E|- U 


T= p T 


< O DO O (He 
[I|>1, d<|I|+2k+2<2d—3 


h 2"(2d)*"|| Ell, (04-2 
n m m o =. 
|Bsllo < ae ($) . 
因此 
Alle < 


同 理 ， 可 以 证 明 
Aull,» llAall, ,lAsll, < 


n2"+1(2d)?"|| Ell- aa 
r—o r ` 


n- 2"+1(2d)?"|| Ell, (97 
r—o r : 
所 以 
~ n- 27+3(24)” [Ell]; o d—1 
\frlo < a al (£) 5 


& r= HZH Cauchy 估计 ， 我 们 得 到 F 的 微分 的 估计 : 


T 


a Thole 38n-2"+3(2d)" Ell. (0) F 
\(fn)z,lo Je — o} = (ro (2) , 
2) 27?| fale 337 - 2+8(2d)?*" || Ell, fo\ F 
(4.4.13) 
这 里 用 到 了 下 述 事实 (参见 [Mos85], p. 407): 
(2) < 4 对 所 有 5 <o<7T<r<l, pattz 成 立 . 
(4.4.14) 


由 不 等 式 (4.4.13)， 有 


人 337m( 人 十 1) - 2"+3(2d)?"||El|, /oy = 
ois i. a 


93 


实 流 形 在 复 流 形 中 的 全 纯 不 变量 
相应 的 及 和 6 的 估计 同 理 可 得 . 


现在 估计 9. 注意 到 —9(2,u) + 2Re (Dh Hfi(z,u)) 恰好 消 


去 了 E 中 的 次 数 < 24 一 2 的 项 . 由 (4.4.9)， 有 


lgle=| So ze 


e 


t>2d—2 
= > toe ae Wi SORE sh 
= | Qi in jrin 71 Zn 21 
|I\|+|J|>2d—2 
I+J 

R' 

< > Ell- R 
|T|+|J|>2d—2 


s 三， mr 


[Z|+|J|=2d—2, |K|,|L|2>0 


ee) | 


2d—2 i 
< D (9 -(—s) 
[I|+|J|=2d—-2 Li 5 
(2d)?"||E || / 024-2 
< 
这 里 用 到 了 下 述 事实 : 


Bi 


2n 


e 


2 


t{ Ga tas Jia ;, € a 1< h <n 时 ， ths Jh > 0, 


n 


Solin tin) =E} < De 


h=1 


这 就 证 明了 命题 4.4.1. © 


命题 4.4.2 假设 E,r,0,C(n) 满足 命题 4.4.1 中 的 条 件 ， 那 么 


存在 一 个 常数 6 > 0 使 得 对 于 


Call (2) < a 


F- Ar 


W(z',w') :二 O-1(2',w') HA, 里 有 定义 . 进一步 


Ag, D(A) CA, E'(z,€) 在 A, 里 全 纯 且 
| 至 中 < Call Ell? + Call Ellr, 
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, ZA P(A) C 


(4.4.16) 


ROR 一 类 余 维 数 为 2 且 形 式 等 价 于 一 个 二 次 曲面 的 CR 奇异 流 形 


其 中 
(2n + 1) .33C(m)(2d)2 pr’ “F 
(r 一 7/)3 A 


T (mY, 
= gos (Zo) an 


d (r = r/)2n 


Ca = 


r 


T 


iE 我们 需要 对 所 有 的 (z',w') e Av， 下 述 方程 组 有 唯一 的 
解 : | 
z’=z+ f(z,w), 
w' = w + ĝ(z, w), 


其 中 (z,w) e Ay. 由 (4.4.12), ER 5 足够 小 使 得 


IVfle + [Vôle < a HL Ifle + lle < 5g C 
定义 (zm,wD) = (zw € 和 A。， 且 归纳 定义 (2), wl): 
{ z+ = 2’ — f(zbl, w), 
wH = ay! — Hz, wl), 
由 标准 的 Picard 迭代 程序 ， 可 以 唯一 得 到 (z,w) © A, 满足 
Z-1(z,u) = (z',w'), PMA V(A,) CA, BEE, BHR 
4, wR zl whleA,, MA 


; a, [a ; 1 
zli+1] = |z’ = f (24), wl)| < o+ 5 E (r = o) < 0, 


— 0). 


l , ; I 
这 样 可 以 归纳 证 明 ， 对 任意 的 正 整数 7， 都 有 zU, wll eE A。 其 次 ， 
我 们 有 
|z5+3 一 Palle + wbt! — whl), 
二 If (24), wH?) — f(z, w=] 
+ |9(z0, w!) — (20, w9-4) |, 
< (IV Flo + Vo) (lz = z- 
+ lwt! — w=) 
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1 "i , a 
< 3 (le — PM + [wll — w=). 


这 样 存 在 和 唯一 性 易 得 . AB, A (A) CA, Alt, E’ 在 
A, 中 全 纯 . 进一步 ， 


JE" < lIQllo, (4.4.17) 
其 中 
= (9(z,®) — 9(z,u)) -2Re( Do (Aa) — flew) 
— |f(z,®)|? + dl, 2). . (4.4.18) 
注意 


[G2,8) — (2, lo < [Vôle El 
C(n)(24)?" El fe 
= (一 0)3 (5) 
3°C (n) (20ER (1!) F 
er a 


(4.4.19) 
这 里 用 到 了 (2)? < © (这 可 以 用 (4.4.14) 的 方法 同 理 得 到 ). 同时 我 
们 有 
3°C (n)(2d)” |EN? (T z T 
(rm r 
对 于 1<i<n, 


IAD)? < n. peera 


IÊ, 8) — filz,u)|, < 


Tg 


cn. (PAREA) (Ey 


7 r=r 


sl, < COPIEI (7)? < IRA” | El (r) 
Wee) se le 


(4.4.20) 
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由 (4.4.18)~(4.4.20), A 


F (2n + 1) - 33C (n) (2d)? pr’ y F 
rd! /30(n)(2d)?” \” 
+ (F) in (ER Jee 
327 E (2d)?” r’\d-1 
Tal Ell;. 
这 样 我 们 证 明了 命题 4.4.2. © 


现在 转 到 主要 定理 1.2.5 的 证 明 . 定义 ru ou, ou WF: 
1 1 1 1 
Tu = =(1 + = Ov = zre + fupi) Ovu = 了 (2rv 十 Du): 
我 们 将 对 所 有 的 = ru 0 = Ov, 0 = oy, T= Topi, VHS, ---s 
v = 0,1,…… ,运用 前 面 的 估计 . 那么 有 (参见 [(4.5), Moser]): 


(r-ra 7? = Av+1)(v+2), “# =1 
定义 如 下 的 一 列 实 解析 子 流 形 : 
Mp : w= |z|? + E,(z,2Z), 


满足 Mo = M, My, = ¥51(M,) 对 所 有 wv =0,1,2,---, HPD, 
是 从 Az, 到 A。 的 双全 纯 映 射 . 记 


dy = Ord(E,), S, =h o o. ow. 


一 am (4.4.21) 


因为 s = co， 所 以 
Ord(E,) = d, > 2° +2 X} v>0. 


我 们 给 出 下 面 的 基本 事实 : 
引 理 4.4.3 假设 存在 一 个 常数 C 和 一 个 正 数 a > 1 使 得 
d, > Ca’. 那么 对 于 任何 正 整 数 My ,™M2,m3 > 0， 


1 \% 
- lim v™ dy” (1 = ) = 0. 
v— 00 


yme2 


利用 (4.4.21) 和 引 理 4.4.3, BANA 
lim Ca, =0, lim Cu, = 0. 
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因此 Ca, AI Ca, AF. (Ca, <C, HH C 是 一 个 固定 的 
正常 数 . 选取 n = ak es 可 以 有 (4.4.15) 的 假设 对 所 有 
的 v >0 成立. 事实 上 ， 我 们 进一步 有 |El < e2-* 对 所 有 的 
v>0, 1>e>0 REM. 

选取 N 足够 大 ， 使 得 当 v N, Cu,,Ca, < 不 假设 C>1 
且 选 取 Eo 11 ni = e(2C)-?N <1. 那么 有 

(1) 当 v<N 时 ， 有 

| 如 <C(E, lr + DE < 2C > Er, 

<(2C)"||Eollro < e(2C)” ”< 27%. 


(2) 当 v> N 时 ， 有 
1 


v—N 
Bolle $q°2 Bolles < (3) Ewllew $2”. 
现在 ， 选 取 e 足够 小 .由 (4.4.12) 和 命题 4.4 我 们 得 到 对 某 个 常数 
Co， 有 


lagz las, <14+CollBull, < 1+ Coe2™. 
注意 到 VW, 把 和。 映射 到 Ap. 由 Cramer 法 则 ， 有 对 某 个 常数 
Cy» || lla,, <1+eCi2-’. 现在 D, 在 Ai 中 的 收敛 性 可 以 由 下 
述 事 实 得 到 : 
I lav,lla,, < I 1 + C127”) < 00, 
这 样 就 完成 了 定理 1.2.5 的 证 明 a 


注 4.4.1 我 们 注意 到 定理 1.25 中 把 (M0) 映 到 二 次 型 
(M0) 的 映射 可 能 不 收 健 ， 因 为 auto(M) 包含 许多 不 收敛 的 元 
素 ， 这 与 CR 情形 有 很 大 的 不 同 . 在 特定 的 不 太 退 化 的 假设 下 ， 形 
式 映 射 总 是 收敛 的 . 关于 这 方面 的 讨论 ， 有 兴趣 的 读者 可 以 参见 综 
述 性 文章 [BER00b]. 
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九 度 风雨 ， 九 度 春 秋 ; 享受 过 丰收 的 喜悦 ， 也 品味 过 失落 的 酸 
楚 . 是 那 一 次 一 次 迷津 指点 ， 许 多 许多 无 私 关 怀 ， 伴 随 着 我 走出 绝 
望 ， 带 着 感恩 ， 迈 向 希望 . 

首先 我 要 感谢 我 的 恩师 黄 孝 军 教授 ， 是 他 带领 我 一 步 步 近 入 了 
高 深 而 又 美妙 的 数学 殿堂 ， 让 我 能 一 曙 其 中 之 妙 . 他 深厚 渊博 的 学 
术 功 底 、 对 数学 孜孜 不 倦 的 追求 ， 深 深 地 感染 着 我 ， 并 将 成 为 我 终 
身 学 习 的 楷模 ， 他 严谨 求实 的 治学 态度 、 谦 虚 正 直 的 人 生 哲 学 、 朴 
实 无 华 的 生活 作风 ， 潜 移 默 化 地 教会 了 我 做 人 的 道理 . 我 生活 和 学 
习 中 的 每 一 丝 进 步 无 不 浸 注 着 黄 老师 的 敦 敦 教诲 和 有 很 切 期 望 . 与 黄 
老师 学 术 上 讨论 ， 常 常 给 予 我 柳暗花明 、 醒 柄 灌顶 般 的 惊喜 . 另外 ， 
我 还 要 感谢 黄 老 师 的 精心 安排 ， 使 我 有 幸 访问 了 香港 中 文大 学 、 香 
港大 学 和 美国 Rutgers 大 学 ， 从 而 有 机 会 向 那里 的 一 流 数学 家 学 
习 ; 同时 ， 我 还 要 特别 感谢 Luk 教授 和 莫 妆 明教 授 的 热情 邀请 . 

在 歼 珈 的 这 段 日 子 里 ， 我 还 有 过 得 到 了 陈 化 教授 在 学 习 上 耐心 
的 指点 和 生活 上 无 私 的 帮助 . 陈 老 师 渊博 的 知识 、 严 谨 的 态度 、 宽 
广 的 胸怀 、 无 私 奉献 的 精神 和 对 我 无 微 不 至 的 关怀 激励 着 我 不 断 努 
力 进 取 ， 奋 发 图 强 ; 同时 我 也 很 荣幸 地 能 跟 陈 老师 领悟 一 些 偏 微 分 
方程 ， 特 别 是 微 局 部 分 析 之 美妙 . 

在 这 里 ， 我 还 要 特别 感谢 涂 振 汉 教授 和 税 善 瑜 教授 . 涂 老师 开 
设 的 多 复 变 与 复 几 何 课程 和 深入 浅 出 的 讲解 ， 以 及 组 织 的 富有 启发 
性 的 讨论 班 ， 使 我 对 多 复 变 与 复 几 何 的 认识 不 断 地 深入 ; 同时 感谢 
秘 善 瑜 教 授 不 远 万 里 来 武汉 大 学 开课 讲授 数学 中 的 一 些 前 沿 问题 ， 
并 给 了 我 许多 有 启发 性 的 建议 ， 极 大 地 开阔 了 我 的 视野 . 

与 此 同时 ， 我 还 要 感谢 陈 文 艺 教授 、 陈 群 教授 和 刘 伟 安 教授 等 
104 


x H 


的 关心 和 帮助 . RICA BARA SE, BR RE R 
XI Fi BRR TS. ESE AE A AR, EX TR 
的 治学 态度 、 刘 晓 春 教授 扎实 的 基本 功 、 康 肖 松 教授 清晰 的 语言 ， 
以 及 他 们 的 学 识 和 人 品 都 是 我 效仿 的 楷模 . 

在 此 ， 我 还 要 感谢 院 领 导 尹 常 伟 书 记 和 深 涛 书记 给 予 的 支持 和 
鼓励 ， 以 及 金 勇 老师 和 王 忠 海 老师 等 提供 的 帮助 . 

我 还 想 借 此 机 会 感谢 黄 孝 军 老师 和 他 的 家 人 以 及 张 媛 、 圳 原 、 
李 四 维 和 汪 渝 等 同学 对 我 在 Rutgers 大 学 访问 期 间 提供 的 帮助 . 同 
NRE. ERA. Em BALA. KHH, RZA, E 
Pi. ESCH AR SIE TA, SEER AHER, Et 
来 了 无 尽 的 欢乐 和 珍贵 的 友情 . 

我 还 想 感谢 我 的 家 人 和 女 朋 友 杨 占 英 ， 是 他 们 的 支持 和 鼓励 给 
了 我 勇往直前 、 排 除 困 难 的 动力 和 信心 . 

值 此 论文 付 梓 之 际 ， 我 想 对 所 有 曾经 给 予 我 关心 和 支持 的 人 致 
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